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Bearbeitungshinweise

+ Diese Klausur umfasst 16 Seiten mit insgesamt 8 Aufgaben.
Bitte kontrollieren Sie jetzt, dass Sie eine vollstandige Angabe erhalten haben.

» Die Gesamtpunktzahl in dieser Klausur betrdgt 105 Punkte, von denen 5 Bonuspunkte sind, d.h.
sie zahlen wie normale Punkte, werden bei der Berechnung des Notenschemas jedoch auf3er Acht
gelassen.

» Das Heraustrennen von Seiten aus der Prifung ist untersagt.
+ Als Hilfsmittel sind zugelassen:

— ein beidseitig handschriftlich beschriebenes DIN A4 Blatt
— ein analoges Woérterbuch Deutsch <> Muttersprache ohne Anmerkungen

» Mit * gekennzeichnete Teilaufgaben sind ohne Kenntnis der Ergebnisse vorheriger Teilaufgaben l&sbar.

Schreiben Sie weder mit roter/griiner Farbe noch mit Bleistift.

Schalten Sie alle mitgeflhrten elektronischen Geréate vollstandig aus, verstauen Sie diese in lhrer
Tasche und verschlieBen Sie diese.

N:={0,1,2,...}

Horsaal verlassen von bis / Vorzeitige Abgabe um
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Aufgabe 1 Quiz: Regulire und kontextfreie Sprachen (16 Punkte)

Teilaufgaben (a-e): Fir diese Fragen ist eine Begriindung nicht gefordert. Sie erhalten die Punkte auf
eine Teilaufgabe genau dann, wenn Sie alle Antwortmdglichkeiten korrekt angekreuzt haben. Es ist immer
mindestens eine Antwortmdglichkeit richtig. Jede Frage bringt 2P.

Kreuzen Sie richtige Antworten an X
Kreuze kénnen durch vollstdndiges Ausfiillen gestrichen werden .

Gestrichene Antworten kénnen durch nebenstehende Markierung erneut angekreuzt werden X .

In dieser Aufgabe verwenden wir durchgehend das Alphabet X := {a, b}.

a)* Sei L C Z* eine endliche Sprache mit |L| = |L*|. Welche Aussagen sind wahr? L = {<} muss gelten.

L ist regular cel B ILi=ee

b)*Sei L C5*und L’ :={w € L : |w|?> < 10|w|}. Welche Aussagen sind wahr? L ist endlich.
L’ ist regular L’ ist kontextfrei L’ ist deterministisch kontextfrei

c)* Sei L C Z* regular und k > 0. Welche der folgenden Sprachen sind regular?
B (welL:|w=0(modk)} B {w- cwy,oweell [ {wfiwel)
Sei L’ die resultierende Sprache. ( ) L"'=Ln (Z")*, Abgeschlossenheit unter Schnitt, (2) L’ = Lk, Abge-
schlossenheit unter Konkatenation, (3) fiir k = 2 ist L’ bereits als nicht-regular bekannt.
d)* Sei L C 2* kontextfrei. Welche der folgenden Sprachen sind kontextfrei?
Hinweis: LB := {xx - Xy :x1---Xx € L A Xq,...,xx € Z Ak > 0} ist die Spiegelung von L.
Ort LULR OcLnc?
(1) ist aus der Vorlesung bekannt (Satz 4.32), (2) folgt aus den bekannten Abschlusseigenschaften, (3) folgt
aus einer leichten Variation des Gegenbeispiels aus Satz 4.32: L = {a"b"a™ : n,m > 0}
e)* Sei G die Grammatik mit Produktionen S — aT, T — Sb. Welche Aussagen sind wahr?
[ G ist rechtslinear G ist kontextfrei L(G) ist regular L(G) ist kontextfrei
(1) wegen T — Sb. (2) nach Definition. (3,4) Es gilt L(G) = (), also ist L(G) regular und kontextfrei.
f)* Seien Ly, L, L3 C {a,b}* Sprachen, sodass L, genau die Worter gerader Lange enthalt, L, genau die

Wérter enthalt, in denen auf jedes a unmittelbar ein b folgt, und L3 := Ly N L,. Es gilt etwa ¢, ab, babb € L
und b, ba, aabb ¢ L;. Geben Sie regulare Ausdriicke ry, 1z, r3 an, sodass L(r;) = L;, fur i € {1,2,3}.

((a]b)(a|b))* rz: (bfab)*

r3: ((ba)*bb | ab)*

g)* Sei M der folgende DFA. Gibt es einen DFA M’, sodass L(M) und L(M’) die gleichen Residualsprachen
haben, aber nicht gleich sind; also {L(M)* : w € 2*} = {L(M")" : w € £*} und L(M) # L(M') ?
Falls ja, geben Sie einen solchen DFA an; falls nein, begriinden Sie lhre Antwort kurz.

lhre Wahl: B wahr, DFA [ Falsch, Begriindung
RO =0 i

—

—(

Iz

(Do —()ovb
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Aufgabe 2 Residualsprachen und Minimierung (18 Punkte)

a)* Minimieren Sie den folgenden DFA M unter Verwendung des erweiterten Minimierungsalgorithmus.

Bestimmen Sie also fiir jedes Paar an Zusténden (q, p), ob diese &quivalent sind. Wenn ja, tragen Sie ein
Gleichheitszeichen ,=" in die entsprechende Zelle ein, wenn nein, tragen Sie ein Wort ein, das dies beweist.

Hinweis: Falls Sie nicht den erweiterten Minimierungsalgorithmus, sondern den Minimierungsalgorithmus
aus der Vorlesung verwenden, kénnen Sie trotzdem noch bis zu 3 Punkte erhalten.

0 =

b 1 _ _
/\
_’@ —b’@ 2 a a =
la a () l 3 ba ba a =
b 4_‘ 4 ba ba a = =
@ﬁ% g @ 5 € € 3 3 3 =

o ? 0 1 2 3 4 5

b) Sei Q die Menge der Zusténde von M, also Q = {0,1,2,3,4,5}. Bestimmen Sie S :={q € Q : [q]lu = {9} },
also die Menge der Zusténde, die nur zu sich selbst &quivalent sind. Beschreiben Sie, wie die Menge sich
aus der Tabelle in a) ergibt.

S={25)

Erklarung: Genau die Zustéande, in deren Zeile oder Spalte sich kein ,=" befindet, sind in S.

c) Zeichnen Sie den minimalen DFA, der L(M) erkennt. Beschriften Sie jeden Zustand mit der entsprechenden
Menge an aquivalenten Zustédnden aus M.

HL@
DC:T:)a
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d)* Wir betrachten den folgenden DFA M’:

*—»@—» -

TN ]

aC@—@—»@—»Db

Nach Vorlesung korrespondiert jeder Zustand von M’ zu einer Residualsprache. Geben Sie fiir jeden Zustand
das klrzeste Wort an, das in der entsprechenden Residualsprache liegt. Falls es mehrere passende kirzeste
Woérter gibt, geben Sie das alphabetisch kleinste davon an. Falls die entsprechende Residualsprache leer ist,
geben Sie stattdessen ,“ an

4: baa 5. aa 6: a 7. ¢

e)* Sei L :={wew” :w e {a,b}*} C {a,b,c}*. Es gilt also z.B. ¢, abcba € L und ¢, abba, abcab ¢ L.
Sei n > 0 beliebig. Bestimmen Sie die folgenden Residualsprachen und geben Sie sie als Mengen an.

La”b”c - {bnan}
cha” =(

L2 = L{a"} = {wewFa" : w € {a,b}*}

f)* Sei L :={a"b™ : n,m > 0 A n # m}. Zeigen Sie, dass L nicht regular ist, indem Sie fir jedes n € N ein
Wort w, € {a,b}* angeben, sodass L", L", ... paarweise verschieden sind, und beweisen Sie dies.

w,=a™b

Beweis LY L% . furi,je N,i#j:
Esgilt L" = {b':i € NAi#n}. Dann folgt b’ ¢ L% und b’ € L".

— Seite 4 /16 —




Aufgabe 3 NFA-Konstruktion (13 Punkte)

Sei > :={0,1}. Firr eine Sprache L C * bezeichnet L1° die Sprache, die man erhalt, wenn man den Wértern
aus L jeweils genau zwei Nullen entfernt. Z.B. gilt {0,010, 1}*° = {1} und {1,101,0}+° = (). Formal:

LY := {uvw : uOVOW € L Au,v,w € Z*}. (3.1)
Beachten Sie insbesondere, dass das Léschen nicht optional ist.

a)* Gegeben sind drei regulare Ausdriicke ry, r», r3 Uber 2. Geben Sie jeweils regulare Ausdriicke sy, sp, S3 an,
sodass L(s;) = L(r;)*° furi € {1,2,3}.

ro=(0]1)(0]1), s=¢ r:=(01)", s2:=(0]1)"

ry :=(01)*, S3:=(01)"1(01)*1(01)*

b)* Sei M = (Q,%,6,qo, F) ein beliebiger NFA. Es gilt weiterhin = = {0, 1}. Konstruieren Sie einen e-NFA
M = (Q',%,68,qh, F') mit L(M') = L(M)¥°, indem Sie Q', g}, F’, und &' prazise angeben. Sie kénnen (missen
aber nicht) zuséatzlich die Idee hinter lhrer Konstruktion erlautern. Dies kann uns helfen, Ihre Definitionen zu
verstehen. Wenden Sie anschlieBend lhre Konstruktion auf den nachfolgenden NFA M; an und zeichnen Sie
das Ergebnis.

Hinweis: Sie kénnen ¢’ in Form von Gleichungen ,é'(q’, x) = {... } oder alternativ Mengen von Tripeln
L@ x,p) | ...} mitg,p’ € Q',x € ZU {e} angeben.

Q:={d|geQ,ic{0,1,2}}
% =40 F'i={q; | qar € F}

o' , .
d'(q. a)={p' | pediga) furie{0,1,2},acZ
§'(q',e) ={p"" | p € 8(q,0)} furie{0,1}

Konstruktionsidee (optional): Wir verwenden drei Kopien M°, M', M? von M. Der Automat startet in M°.
Zu jedem Zeitpunkt, an dem eine 0 gelesen werden kdnnte, erlauben wir alternativ statt der 0 ein ¢
zu lesen und in den korrespondierenden Zustand in My zu wechseln. Analoge fir M' zu M?. In M?
wurden somit zwei Nullen ausgelassen.

NFA M;: Ihr Konstruktionsergebnis (ein e-NFA):
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c)* Es gilt weiterhin = = {0, 1}. Flr eine Sprache L C =* bezeichnet L™ die Sprache, die man erhalt, wenn
man den Woértern aus L jeweils zwei Nullen hinzufligt. Formal gilt

LT := {uOvOw | uvw € L Au,v,w € Z*}. (3.2)

Zeigen oder widerlegen Sie: Fiir jede nichtleere Sprache L C =* gilt L™ # L. Falls Sie die Aussage mit einem
Gegenbeispiel widerlegen mdchten, zeigen Sie auch die Korrektheit des Gegenbeispiels.

lhre Wahl: Wahr [ Falsch

Beweis: Da L # () existiert ein kiirzestes Wort w € L. Fur alle v € L0 gilt |v| > |w|. Somit w ¢ LT°.
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Aufgabe 4 NFAzu reguldarem Ausdruck (12 Punkte)

a)* Wir betrachten den rechts abgebildeten NFA N Uber dem Alphabet a
{a, b}. Berechnen Sie mit dem graphischen Algorithmus aus der Vorlesung @A@
(nicht mit Ardens Lemma) einen reguléren Ausdruck r, sodass L(r) = L(N). ~—

Geben Sie dabei nach jeder Anwendung einer Transformationsregel den

Automaten graphisch an und vereinfachen Sie die regularen Ausdricke in

den Zwischenschritten nicht. (Ausnahme: Sie dulrfen die Vereinfachung b

e = ae = o anwenden.) Entfernen Sie die Zustande in aufsteigender :)a

Reihenfolge (bezlglich ihrer Zustandsnummer).

Schritt 1: Schritt 4:

?i? (gl ab@$
~® OO ;

Schritt 5:
a al b(aa)*ab

ﬁ Hbaaa ab@$

@ Schritt 6:
a

o

. 7b
*7’%@*

a

b(aa)*ab

Schritt 2:

a(aa)*ab)(a| b(aa)*

(b|a(aa) ) ab)*
H/N

Schritt 3:
b(aa)*ab

a(aa)*ab O
Hff‘%@%

a

b)* Geben Sie eine rechtslineare Grammatik fiir L(N) mit héchstens 3 Nichtterminalen an.
Hinweis: In rechtslinearen Grammatiken sind keine e-Produktionen auBBer S — ¢ erlaubt.

S—aXo|bXs|b X, — aS X3 —aXs | bXz | a
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Aufgabe 5 Kontextfreie Sprachen (13 Punkte)

Gegeben sind folgende drei Sprachen Uber dem Alphabet = := {a, b}:
Ly:={a'bla*:(i=jvj=k)Aijk >0}
L={a"w:weZ*A|lw|>nAn>0}
Ls:={a'bla":j>i+kAijk >0}

a)* Geben Sie kontextfreie Grammatiken flr Ly, Lo, L3 mit jeweils hdchstens 5 Nichtterminalen und 10
Produktionen an.

Hinweis: Sie dlrfen e-Produktionen verwenden.

Grammatik far L;: Grammatik fir Lo: Grammatik fir Ls:
S—TA| AU S —aT S — TBU
T—aTb|e T—aT|bT|al|b T—aTb|e
A—aA|e B—bB|b
U—blale Alternative L&sung: U—bUa|e

S — aSX | SX | aX

X—alb

b)* Genau eine der drei Sprachen ist sogar regular. Entscheiden Sie welche und geben Sie einen reguléaren
Ausdruck an, der die gleiche Sprache beschreibt.

lhre Wahl: O Lo O

Regularer Ausdruck: a(a | b)* Alternativ: a(a| b)(a | b)*

¢)* Untenstehend finden Sie einen PDA M, der mit leerem Keller akzeptiert und das initiale Kellerzeichen Z
verwendet. Bestimmen Sie flr jede Sprache L; € {Li, Lo, L3} jeweils, ob L.(M) = L; gilt. Falls nein, geben Sie
ein Wort w mit Lange héchstens 2 an, sodass w in genau einer der Sprachen L.(M) und L; ist.

Hinweis: Es gilt L.(M) = L; fir genau ein i € {1,2,3}.

a,A/AA

a, Z/AZ b,A/e O L=t Ly # L.(M), Wort: Moglichkeiten: ¢, a, b, aa, ab,
6e,A/A
e,2/Z

*Q
O L =Ltm L, # L.(M), Wort: Méglichkeiten: b, aa, ab, bb
b,Z/B

‘ €e,B/e U Lg = L (M) O L #L.(m), Wort:

a,B/s b,B/BB

€,B/e
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Aufgabe 6 Quiz: Berechenbarkeit und Komplexitat (14 Punkte)

Teilaufgaben (a-e): Fir diese Fragen ist eine Begriindung nicht gefordert. Sie erhalten die Punkte auf
eine Teilaufgabe genau dann, wenn Sie alle Antwortmdglichkeiten korrekt angekreuzt haben. Es ist immer
mindestens eine Antwortmdglichkeit richtig. Jede Frage bringt 2P.

In dieser Aufgabe verwenden wir durchgehend das Alphabet % := {0, 1}.
a)* Welche der folgenden Sprachen sind entscheidbar?

O (wez*: o, isttotal} O (wez:pu0) =0} B {w e z*: ¢, ist berechenbar}
(1,2) Satz von Rice. (3) ¢, ist immer berechenbar.

b)* Sei L eine beliebige unentscheidbare Sprache und a € Z. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
Hinweis: L@ ist die Residualsprache beziglich a von L.

L ist unentscheidbar [ L@ ist unentscheidbar [ Es gibt keine TM M mit L(M) = L

(1) Ware L entscheidbar, ware L nach Abschlusseigenschaften auch entscheidbar. (2) Gegenbeispiel:
L = {1}H,. (3) Falls L semi-entscheidbar ist, gibt es eine.

c)* Sei M eine beliebige deterministische Turingmaschine, sodass es eine Eingabe w € * gibt, auf der M
unendlich viele Schritte macht. Welche Aussagen sind wahr?

w ¢ L(M) [ L™y ist unentscheidbar B L(M) ist semi-entscheidbar
(1) Sonst wiirde M auf w halten. (2) Es kann z.B. L(M) = () gelten. (3) L(M) ist immer semi-entscheidbar.
d)* Welche Aussagen sind wahr?

Sei L € P. Dann gilt L € NP. Sogar L < P.

Jede reguldre Sprache ist in NP. Sogar in P.

Jede kontextfreie Sprache ist in P. Der CYK-Algorithmus braucht kubische, also polynomielle, Zeit, um

das Wortproblem fir CFGs zu entscheiden.

e)* Angenommen, P # NP. Seien A, B C ¥* beliebige Sprachen, sodass A € NP und B NP-vollstandig ist.
Welche Aussagen sind wahr?

ACB BCA X] A<,B B<,A
p P

(8) A <, B gilt nach Def. von NP-vollstdndig. Gegenbeispiele: (2,4) A =0, B := SAT, (1) A :=X*, B := SAT

f)* Seien A, B C 2~ beliebige Sprachen, sodass A unentscheidbar ist. Zeigen oder widerlegen Sie: Mindes-
tens eine der Sprachen A U B und A U B ist unentscheidbar.

Wahr [ Falsch

Wiren beide Sprachen entscheidbar, so wére auch deren Schnitt, also (AUB)N(AUB) = AU(BNB) = A
entscheidbar.
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Aufgabe 7 Reduktion (14 Punkte)

Zeigen Sie fir jedes der folgenden Probleme A entweder, dass es in P liegt, oder, dass es NP-hart ist.
Geben Sie hierfir jeweils eine geeignete polynomielle Reduktion an und begriinden Sie deren Korrektheit.
Reduktionsfunktionen missen préazise definiert sein und Sie missen klar angeben, welche Probleme Sie
reduzieren. Die Korrektheit der Reduktion missen Sie aber nur skizzieren und nicht formal beweisen.

Achtung: Auch um zu zeigen, dass das Problem in P liegt, ist eine Reduktion anzugeben!
Hinweis: Um zu zeigen, dass ein Problem A in P liegt, geben Sie eine Reduktion A <, B fir ein B € P an,
reduzieren Sie also A auf ein Problem B, von dem wir wissen, dass es in P liegt, z.B. 2COL oder 2KNF-SAT.

Um zu zeigen, dass ein Problem A NP-hart ist, geben Sie eine Reduktion B <, A an, wobei B ein bekanntes
NP-hartes Problem ist, etwa 3COL, SAT, oder CLIQUE.

a)* Gegeben: Drei KNF-Formeln Fy, Fo, F3 mit Variablen aus V.
Problem A: Gibt es eine Belegung ¢ : V — {0, 1}, die genau zwei der drei Formeln erflllt?

lhre Wahl: OAcP B A ist NP-hart

Reduktion: 3KNF-SAT <, A

Reduktion von SAT: f(F) = (F, x, —x)

Korrektheitsbeweis: Wenn F erflillbar mit o(F) = 1, dann entweder o(F) = 1, 0(x) = 1, 0(—x) = 0 oder
o(F) = 1,0(x) = 0,0(—x) = 1. In beiden Fallen erfillt o genau zwei der drei Formeln. Wenn eine
Belegung o genau zwei der drei Formeln erfillt, dann muss o(F) = 1 gelten, denn ¢ erflllt genau eine
der Formeln x und —x.
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b)* Gegeben: Eine 2KNF-Formel F mit Variablenmenge V = {x1, ..., x»}, eine Menge {1, ..., ¢} von Farben
(mit £ > 0) und eine Funktion g : V — {1,..., ¢}, die jeder Variable eine Farbe zuordnet.

Problem A: Gibt es eine erfiillende Belegung o, sodass alle Variablen, die von o zu Wahr gesetzt werden,
unterschiedliche Farben haben? Formal: gibt es eine erfiillende Belegung o : V — {0, 1} mit g(x;) # g(x;) fur
allei<j<nmito(x)=1=0(x)?

lhre Wahl: B AacP [ A ist NP-hart

Reduktion: A <, 2KNF-SAT

Reduktion zu 2KNF-SAT: Sei
G:= A (=X V X))
i<j
g(xi) = g(x))
Definiere die Reduktionsfunktion als f(F) = F A G. Wir haben: f(F) € 2-KNF und ¢(G) = 1 gdw. o(F) = 1
und o héchstens eine Variable jeder Farbe wahr macht.
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Aufgabe 8 Bonus (5 Punkte)

Die Punkte dieser Aufgabe sind Bonuspunkte, d.h. sie z&hlen wie normale Punkte, werden bei der
Berechnung des Notenschemas jedoch auBBer Acht gelassen.
Mindestens eine Antwortmdglichkeit ist immer richtig.

a)* Sei 2 := {a, b}. Fur welche der folgenden Sprachen L;, wobei i € {1, 2,3}, gilt, dass (L;)* nicht regular
ist? (Es kénnen mehrere sein.) Wahlen Sie ein solches i und begriinden Sie kurz, dass (L;)* nicht regular ist.

O Li={(ab)":neN} B L={a"b":neN} O L:={a"b™:n,meNAn+#m}

Begriindung firi=2:

Angenommen, Ly ware reguldr. Nach Abschlusseigenschaften ware Ly N L(a*b*) = {a"b" : n € N}
auch regulér, ein Widerspruch.

(Anm.: Ly ist regulér, und damit auch L. a,b € Lz, und somit Ly = X*.)

b)* Gibt es eine kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform mit héchstens 6 Produktionen und
L(G) = {a'?,a°%} ? Falls ja, geben Sie eine solche Grammatik an, falls nein, begriinden Sie dies kurz.

Ja, Grammatik: [ Nein, Begriindung:
S — A8A4 ‘ A8A1 Ag — A4A4 A2 — A1 A1
A4 — A2A2 A1 — a

c)* Sei L C {0,1}* eine beliebige kontextfreie und nicht reguldre Sprache. Welche der folgenden Aussagen
sind wahr? (Es kénnen mehrere sein.) Wahlen Sie eine solche Aussage und begriinden Sie kurz, wieso
diese Aussage wahr ist.

Es gibt eine unentscheidbare Sprache L’ C L. [] Jede Sprache L’ C L ist entscheidbar.

Begrindung fir Aussage 1 (1 oder 2):
Da L nicht regular ist, muss L unendlich sein. Es gibt also Uberabzahlbar viele Sprachen L’ C L, und
somit muss auch eine unentscheidbar sein.
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Zusatzlicher Platz fiir Losungen. Markieren Sie deutlich die Zuordnung zur jeweiligen Teilaufgabe.
Vergessen Sie nicht, ungiiltige Lésungen zu streichen.
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