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Bearbeitungshinweise

* Diese Klausur umfasst 16 Seiten mit insgesamt 9 Aufgaben.
Bitte kontrollieren Sie jetzt, dass Sie eine vollstidndige Angabe erhalten haben.

* Die Gesamtpunktzahl in dieser Klausur betrégt 100 Punkte.
» Das Heraustrennen von Seiten aus der Prifung ist untersagt.
+ Als Hilfsmittel sind zugelassen:

— ein beidseitig handschriftlich beschriebenes DIN A4 Blatt
— ein analoges Woérterbuch Deutsch < Muttersprache ohne Anmerkungen

» Mit * gekennzeichnete Teilaufgaben sind ohne Kenntnis der Ergebnisse vorheriger Teilaufgaben I6sbar.
+ Es werden nur solche Ergebnisse gewertet, bei denen der Lésungsweg erkennbar ist.

+ Schreiben Sie weder mit roter/griiner Farbe noch mit Bleistift.

Schalten Sie alle mitgefihrten elektronischen Geréate vollstandig aus, verstauen Sie diese in lhrer
Tasche und verschlieBen Sie diese.

*0eN

Horsaal verlassen von bis / Vorzeitige Abgabe um
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Aufgabe 1 Regulire und kontextfreie Sprachen (10 Punkte)

Far die folgenden Fragen ist eine Begriindung nicht gefordert. Sie erhalten die Punkte auf eine Teilaufgabe
genau dann, wenn Sie alle Antwortmdglichkeiten korrekt angekreuzt haben. Es ist immer mindestens eine
Antwortmaéglichkeit richtig. Jede Teilaufgabe bringt 2 Punkte.

Kreuzen Sie richtige Antworten an X
Kreuze kénnen durch vollstdndiges Ausfiillen gestrichen werden .

Gestrichene Antworten kénnen durch nebenstehende Markierung erneut angekreuzt werden X .
In dieser Aufgabe verwenden wir durchgehend das Alphabet X := {a, b}.
a) Seien A, B, C C * Sprachen. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
[ A #B = A* # B* Gegenbeispiel: A = {a,b},B = {a,b, ab}
A(BUC)=ABUAC
[ 1Al1B] < |AB| Gegenbeispiel: A = B = {a, aa}

b) Sei r ein regularer Ausdruck und M ein NFA mit n Zustédnden und L(M) = L(r). Welche Aussagen sind
wahr?

E Es gibt einen NFA fiir L(ar) mit héchstens n + 1 Zustanden. Wir fligen einen neuen Initialzustand ein,
mit einer a-Transition zum alten Initialzustand.

D Es gibt einen NFA fur L(rar) mit hdchstens n+ 1 Zustanden. Gegenbeispiel: r = a. Es gibt einen NFA M
mit 2 Zustanden, aber firr L(aaa) hat jeder NFA mindestens 4 Zustande.

Es gibt einen NFA flr L(ra) mit héchstens n + 1 Zustédnden. Wir fligen einen neuen Finalzustand f ein.
Die alten Finalzustande sind nicht mehr final, und erhalten eine a-Transition zu f.

c) Wieviele Zustédnde hat der minimale DFA flr die Sprache L((a*b)*)? (Beachten Sie r* = rr*.)

1
D a b

a: ). ]
D3 . A
0>+ @Y

d) Sei G die Grammatik mit Produktionen S — aSb | Sb | b. Wie viele Zustande hat der kleinste PDA M mit
L. (M) = L(G)? (Beachten Sie, dass L.(M) die Wérter sind, die M Uber leeren Keller akzeptiert.)

X] 1 Wir wissen, dass es fir jede CFL einen PDA mit einem Zustand gibt.
-

s

0>«

e) Sei G eine kontextfreie Grammatik mit 7 Produktionen. Welche Aussagen sind wahr?

[ G hat héchstens 7 erreichbare Nichtterminale.
G hat héchstens 7 nitzliche Nichtterminale.

G hat héchstens 7 erzeugende Nichtterminale.

Siehe Q7.5.
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Aufgabe 2 Rekursive Prozeduren (12 Punkte)
Sei X = {a, b} das Alphabet.
a)* Geben Sie eine rekursive Prozedur start,(r) an, die fir einen regularen Ausdruck r ausgibt, ob es ein

Wort w € L(r) gibt, das mit a anfangt. Formal gilt also start,(r) := (L(r) N{aw |wez*} ;!(Z)).
Sie dirfen hierfiir die Hilfsprozeduren empty(r) := (L(r) = Q)) und contains-£(r) := (¢ € L(r)) verwenden.

(starta(a) A — empty(3))

 starta(0) = false " starta(af) = V (contains-e(a) A starta(3))
* starty(¢) = false
* starty(a | B) = starta(«) V starta(5)

* startay(x) = * starty(a) = starta(«)

true wennx=a
false sonst

b)* Fdr einen regularen Ausdruck r sei containsa,(r) die Aussage, dass ab ein Teilwort von jedem Wort
w € L(r) ist. Formal soll also containsa(r) := (L(r) € =*{ab}=*) gelten. Anhand folgender Aquivalenzen
kdnnte man eine rekursive Prozedur flr contains,,(r) konstruieren — allerdings sind zwei der Félle falsch. Sei
x € X, und seien «, 5 regulare Ausdrlcke:

(1) contains,, (@) < true (4) contains,p(a*) < containsgp(a)
(2) containsgp(€) < false (5) contains,y () < containsg, () V containsgy(5)
(3) containsgy(x) < false (6) containsgp(a | 5) < containsap () A containsay(/3)

Welche zwei Félle sind falsch? Begriinden Sie dies jeweils anhand eines passenden Gegenbeispiels.

(4) ist falsch: Sei o = ab. Dann gilt containsg,(ab) und es folgt contains,,((ab)*) < containsg,(ab) <
true. Aber ¢ € L((ab)*).

(5) ist falsch: Sei @ = a und g8 = b. Dann gilt containsg,(a) < false < containsg,(b) und es folgt
contains,y(ab) < containsa,(a) A contains,,(b) < false. Aber jedes Wort in L(ab) enthalt das Teilwort
ab.

c)* Seien AG(r) und AU(r) die Aussagen, dass alle Worter eines reguléren Ausdrucks r gerade bzw. ungerade
Lange haben. Formal gilt AG(r) := (L(r) C (ZZ)*) und AU(r) := (L(r) C Z(ZZ)*). Beweisen Sie, dass AG(rs) &
(AG(r) A AG(s)) V (AU(r) A AU(s)) gilt, far regulare Ausdriicke r, s, die das Symbol @ nicht enthalten.

=" AG(r) A AG(s) impliziert L(rs) = L(r)L(s) C (2Z)*(22)* = (2%)*, und aus AU(r) A AU(s) erhalten wir
L(rs) = L(r)L(s) C Z(22)*2(22)* = (ZX)* C (2X)*.

,=": Da r,s das Symbol @ nicht enthalten, sind L(r), L(s) nicht leer. Wir zeigen die Aussage Uber
Kontraposition, es gilt also weder AG(r) A AG(s) noch AU(r) A AU(s). Nun unterscheiden wir drei Falle.
Fall 1: AG(r) gilt. Dann kann AG(s) nicht gelten, und es gibt u € L(r),v € L(s) mit |u| gerade, |v|
ungerade. (Beachte L(r) # ).

Fall 2: AU(r) gilt. Dann kann AU(s) nicht gelten, und es gibt u € L(r),v € L(s) mit |u| ungerade, |v|
gerade. (Beachte L(r) #0).

Fall 3: Es gibt uy,u, € L(r) mit |us| gerade, |us| ungerade. Da L(s) # 0 gibt es ein v € L(s), und
entweder uyv oder u,v hat ungerade Lange.
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Aufgabe 3 Chomsky-Normalform (10 Punkte)

In dieser Aufgabe geht es darum, eine kontextfreie Grammatik (CFG) in Chomsky-Normalform (CNF) zu
konvertieren. Wir flihren allerdings jeden Schritt einzeln aus, und jeweils auf einer anderen Grammatik — Sie
kénnen also die Aufgabenteile unabhangig voneinander bearbeiten.

Eine Grammatik G = (V, Z, P, S) ist in CNF, wenn jede Produktion (X — «) € P, mit X € Vund « € (ZU V)*,
folgende Bedingungen erfullt:

(1) « € £U V*; Terminale dirfen nur in Produktionen der Lange 1 erzeugt werden.
(2) |a| < 2; jede Produktion hat hdchstens Lange 2.

(3) « #¢; es gibt keine e-Produktionen.

(4) « ¢ V; es gibt keine Kettenproduktionen.

Achtung: Die Teilaufgaben fragen jeweils spezifisch nach dem Ergebnis, das sich durch die Ausfiihrung des
Algorithmus aus der Vorlesung ergibt, nicht nach einer beliebigen &quivalenten CFG, die den Bedingungen
geniigt. Details, wie etwa die Namen der Variablen oder die Reihenfolge, in der Produktionen betrachtet
werden, kénnen Sie frei wahlen.

0 a)* Entfernen von Terminalen in langen Produktionen. Die CFG G, ist gegeben durch folgende Produktionen:
S—c|X|aSX| SdS | dd X —alaX

Fiihren Sie den ersten Schritt des Algorithmus zur Uberfilhrung in CNF aus und geben Sie die Produktionen
einer CFG G, an, so dass L(G,) = L(G}) gilt und G Bedingung (1) erfullt.

(Platz fiir Zwischenschritte / Erklarungen) Fertige Grammatik Gé:

S—c|X|ASX|SDS | DD
X —al|AX

A—a

D—d

1

0 ﬁ b)* Entfernen langer Produktionen. Die CFG G, ist gegeben durch die folgenden Produktionen:
2

S —c|ABSA A — a| AAA B—d

Fiihren Sie den zweiten Schritt des Algorithmus zur Uberfiihrung in CNF aus und geben Sie die Produktionen
einer CFG G, an, so dass L(Gp) = L(G}) und Gj, Bedingung (1) und (2) erfllt.

(Platz fiir Zwischenschritte / Erklarungen) Fertige Grammatik GZ’Z

S — ¢ | AXpsa Xpsa — BXsa
A*>8|AXAA XSA%SA
B —d XAA — AA
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c)* Entfernen von e-Produktionen. Die CFG G; ist gegeben durch folgende Produktionen:

S—AD|D C— BA
A —a|BB D—d|SS|DB
B—ble E—e|CA

Fihren Sie den dritten Schritt des Algorithmus zur Uberfilhrung in CNF aus. Geben Sie die Produktionen
einer CFG G, an, so dass L(G;) = L(G.) und G, Bedingungen (1), (2) und (3) erfillt.

(Platz fiir Zwischenschritte / Erklarungen) Fertige Grammatik Gé:

Die Nichtterminale, die ¢ erzeugen, berechnen

wir iterativ: S — AD | D
1.{B}, 2. {B,A}, 3. {B,A,C}, 4. {B,A, C,E}.

Dann fiigen wir die entsprechenden neuen A—a|BB|B
Produktionen ein und entfernen die B—b
e-Produktionen: C—BA|B|A

D—d|SS|DB|D
E—e|CA|C|A

d)* Entfernen von Kettenproduktionen. Die CFG G ist gegeben durch die Produktionen:

S—A|D C—c|B|D
A—a|S|AA D—d
B—b|B|BC

Fihren Sie den vierten Schritt des Algorithmus zur Uberfilhrung in CNF aus und geben Sie die Produktionen
einer CFG G/ in CNF an, so dass L(Gg) = L(G)) gilt.

(Platz fiir Zwischenschritte / Erklarungen) Fertige Grammatik Gé:

Die Variablen, die wir mit Kettenproduktionen
ineinander umwandeln kdnnen, berechnen wir

iterativ: S—ald|AA
1.$—+A,S—+D,A—-SB—B,C—BC—D A—ald[AA
2. zusétzlich S - S,A - A,A— D B—b|BC
D“ann entfernen wir die Kettenproduktionen und Cblc|d|BC
flgen stattdessen entsprechende neue Do d

Produktionen ein:
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Aufgabe 4 Residualsprachen (10 Punkte)

Sei M = (Q,%,0,qo, F) ein DFA und g € Q ein Zustand von M. Die Menge Ly(q) := {w € £* : )(q,w) € F}
sind genau die Worter, die M akzeptiert, wenn M in Zustand g € Q startet. Es gilt, dass Ly(g) immer eine
Residualsprache von L(M) ist.

a)* Der folgende DFA M akzeptiert die Sprache L((ba)*aa*). Beschriften Sie jeden Zustand g mit einem

0
1 regularen Ausdruck fir die Sprache Ly (q).
2
3
4 a
5 oot
(ab)*aaa* =
a(ba)*aa*
Qo
— D a, b
(ba)*aa* (ba)*aa*
a l b
a
DX
0 b)* Sei N ein DFA mit Zustanden {ps, p2, ps,psa}. Es gilt Ln(p;) = L(r), fir i € {1,2,3,4} und regulére
1 Ausdriicke ry = a(ba)*, r, = (ba)*, r3 = (ab)*a, rs = 0. Alle Zustdnde von N sind erreichbar. Ist N minimal?
2 Begrinden Sie lhre Antwort.
3

Oja nein
Begriindung: Ein DFA ist nur dann minimal, wenn jeder Zustand eine unterschiedliche Residualsprache
hat. Da L(ry) = L(r3), ist N nicht minimal.

0 ﬁ c)* Ist der DFA M aus der Teilaufgabe a) minimal? Begriinden Sie ihre Antwort.

Oja nein
Begriindung: Der DFA aus Teilaufgabe a) ist nicht minimal, da die regularen Ausdriicke von go und g

aquivalent sind.
Alternative Losung: M ist nicht minimal, da die Zustande qo und g, &quivalent sind: sowohl ihre a-
als auch ihre b-Transition filhren zum selben Zustand.
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Aufgabe 5 Ein a geht noch (10 Punkte)

Sei = := {a, b}. Flr eine Sprache L C 2* bezeichnet L™ die Sprache, die man erhalt, wenn man den Wértern
aus L an einer beliebigen Stelle ein a einfligt. Formal gilt also LY = {uav : uv € L, u,v € £*}. Wir erhalten
z.B. {a,ab}" = {aa, aab, aba} und ({ab}*)" = L((ab)*(a | aab)(ab)*). Beachten Sie insbesondere, dass das
Einflgen nicht optional ist.

a)* Sei M der folgende NFA. Geben Sie einen NFA M’ mit L(M’) = L(M)" und héchstens 4 Zustanden an. ﬁ 0
2

1
b
0
—_ b
B0=
a

b)* Sei M = (Q, %, 0, qo, F) nun ein beliebiger NFA. Konstruieren Sie einen NFA M’ = (Q', %, ¢, g, F’) mit

0
L(M') = L(M)" und |Q'| < 2|Q]. Schildern Sie insbesondere lhre Idee in natiirlicher Sprache und geben Sie 1
Q’, ¢, gj, und F’' prazise an. 2

3
4

Die Idee ist, dass wir zwei Kopien My, M, von M erzeugen. Der NFA startet in My. Zu jedem Zeitpunkt 5

ist es mdglich, in M ein a zu lesen, und so nach M, in den gleichen Zustand zu wechseln. In M, kann

dann das Wort akzeptiert werden.

Formal wéhlen wir also Q" == QU {g, : g € Q}, g, = qo, F' := {ga : g € F} und Transitionen

0" :=0U{(9,a,9a) : g € Q} U{(qa: X, 1) : (@, X, 1) € 0}.

c)* Geben Sie Ly, L, C 2* mit Ly # L, und L;" = L, an. Hinweis: Es gibt solche Ly, L, mit |L4], |L2] < 3. 0

1
2

Ly := {aab, baa}, L, := {aab, aba, baa}. Dann gilt L," = L,” = {aaab, aaba, abaa, baaa}. 3
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Aufgabe 6 sensitivitit (18 Punkte)
Sei X = {a, b}. Gegeben sind die folgenden vier Sprachen:

Ly ={a"b"a™b™ | n,m € N}
L, ={a"b™a™b" | n,m € N}
Ls ={a"b™a"b™ | n,m € N}
Ly ={a"b™b"a™ | n,m € N}

a)* Genau eine dieser Sprachen ist nicht kontextfrei. Welche? (Ohne Begriindung.)

Die nicht kontextfreie Sprache ist Ls .

b)* Geben Sie firr die drei anderen Sprachen jeweils eine kontextfreie Grammatik (CFG) mit héchstens 5

Produktionen an.

Die Produktionen der CFG
far Ly sind:

S — XX
X —aXb|e

Die Produktionen der CFG
fir Lo sind:

S—aSb| X
X —bXa|e

Die Produktionen der CFG
far L4 sind:

S — XY
X —aXb|e
Y > bYale

(Der Trick ist, dass
bmbn — bm+n — bnbm.)

0 ﬁ c)* Welche der Sprachen Ly, Ly, Lg, L4 sind reguléar? (Ohne Begriindung.)

Keine der vier Sprachen ist regular.
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d)* Zeigen Sie von einer der Sprachen Ly, L, L3, L4, dass sie nicht regulér ist, indem Sie das Pumping-Lemma
fir reguléare Sprachen verwenden.

Wir wahlen L;. (Der Beweis funktioniert analog fir alle vier Sprachen.) Wir fihren einen Widerspruchs-
beweis und nehmen an, dass L, regular ware. Dann gilt die Aussage des Pumping-Lemma (PL) fUr
reguldre Sprachen. Sei n € N die PL-Zahl. Nun wéahlen wir das Wort z := a"b"a"b". Nach PL existiert
eine Zerlegung z = uvw. Es gilt juv| < nund v # ¢, wir kdnnen also v = a’ schreiben, fir ein i > 0. Nun
gilt auch uv®w € Ly, aber uw = a"~'b"a"b" ¢ L, da n — i # n. Dies ist ein Widerspruch, Ly kann somit
nicht regulér sein.

e)* Wahlen Sie eine Sprache L € {L4, L, L3, L4}, die nicht regular ist, und die Sie in Teilaufgabe d) nicht
gewahlt haben. Zeigen Sie, dass L unendlich viele Residualsprachen hat und somit nicht regular ist. Geben
Sie insbesondere Worter wy, ws, ... € £* an, sodass LY # L% gilt, fir alle i,j € N mit i # .

Wir wahlen L := L,. (Ahnliche Beweise funktionieren fiir alle vier Sprachen.) Sei w; = a'ba fiir alle
i € N. Dannist L" = {b'}, diese sind offensichtlich paarweise verschieden.
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Aufgabe 7 Berechenbarkeit und Komplexitat (10 Punkte)

Far die folgenden Fragen ist eine Begriindung nicht gefordert. Sie erhalten die Punkte auf eine Teilaufgabe
genau dann, wenn Sie alle Antwortmdglichkeiten korrekt angekreuzt haben. Es ist immer mindestens eine
Antwortmaéglichkeit richtig. Jede Teilaufgabe bringt 2 Punkte.

Kreuzen Sie richtige Antworten an X
Kreuze kénnen durch vollstdndiges Ausfiillen gestrichen werden .

Gestrichene Antworten kénnen durch nebenstehende Markierung erneut angekreuzt werden X .
In dieser Aufgabe verwenden wir durchgehend das Alphabet = := {0, 1}.
a) Welche der folgenden Sprachen sind entscheidbar?
O {wesz*:LM,)={w:vez*}} Satz von Rice.
{ww:weZ*}

b) Fur welche der folgenden Sprachen gibt es ein v € *, sodass sie entscheidbar sind?
Beachten Sie, dass ¢, : £* — Z* die Funktion ist, die von M, berechnet wird.

{w € Z* : p,(v) = 0} Die Bedingung hangt nicht von w ab.
{w e Z* : py(w) = 0} Wahle z.B. v als Kodierung einer TM, die nie halt.
[ {w €= : pu(v) = 0} Satz von Rice.

c) Sei L C Z* endlich. Welche der folgenden Sprachen sind semi-entscheidbar?
{w € =* : L(M,) = Z*} N L Die resultierende Menge ist endlich.
{wez*:L(My,)NL =L} Wirkénnen M,[x]| fir jedes x € L Gberpriifen.

E {wez*:L(My)NnL=2%*} Die Bedingung ist trivialerweise falsch.

d) Gibt es eine reguldre Sprache L € NP?
Ja Tatsachlich sind alle regularen Sprachen in NP.

[ Nein

[0 unbekannt (hangt von P £ NP ab)

e) Bei dem NP-vollstdndigen Problem SAT geht es darum, von einer aussagenlogische Formel F zu
Uberprifen, ob sie erflllbar ist. Die Formel F besteht dabei aus Variablen xq, ..., Xk, die beliebig mit A, v, =
(also logischer Konjunktion, Disjunktion und Negierung) verkniipft werden. Ein Beispiel fir eine solche
Formelist (x; A X2) V =(X2 V —X3).

Welche der folgenden Varianten von SAT sind NP-vollstandig, unter der Annahme P # NP?

D Die Formel F enhalt — nicht. Die Formel ist immer erflllt, wenn alle Variablen wahr sind.
Die Formel F enthalt A nicht. Man kann x A y auch als —(—x Vv —y) schreiben.

D Jede Variable x; kommt nur einmal in F vor. Solange mdglich, ersetzen wir —(x A y) durch —x Vv —y,
—(x V y) durch =x A =y, und —=—x durch x. Anschlief3end wird jede Variable immer noch nur einmal
verwendet, und Negationen kénnen nur unmittelbar vor Variablen auftreten. Wenn —x enthalten ist,
setzen wir x auf falsch, sonst auf wahr. Dies ist immer eine erfillende Belegung.
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Aufgabe 8 Reduktion (12 Punkte)

Sei 3 := {a,b}. Fur ein Wort w € =* bezeichnen wir mit w das Wort, das man erhalt, wenn man in w jedes
a durch ein b, und jedes b durch ein a ersetzt. Z.B. gilt also €% = ¢, (baa)® = abb und (abbab)® = baaba. Fiir
eine Sprache L C =* definieren wir dann LS := {wS : w € L}.

a)* Sei H die Grammatik Gber dem Alphabet ¥ mit den Produktionen S — aSbb | SS | ba. Geben Sie eine
kontextfreie Grammatik (CFG) H' an, sodass L(H’) = L(H)S und H' héchstens 3 Produktionen hat. Eine
Begriindung ist nicht erforderlich.

S — bSaa | SS|ab

Wir betrachten nun die beiden folgenden Probleme, jeweils fir eine CFG G Uber Z.

(1) Ist L(G) =5* ? (2) Ist L(G) = L(G)S ?

b)* Ist (2) semi-entscheidbar (also (2) co-semi-entscheidbar)? Begriinden Sie Ihre Antwort.

ja Onein
Begriindung: Man kann G zu einer Grammatik G’ mit L(G’) = L(G)® konvertieren, indem man alle

a durch b ersetzt und umgekehrt. Danach semi-entscheiden wir (2), indem wir alle Wérter w € $*
durchgehen, und w € L(G) und w € L(G’) entscheiden (das Wortproblem fir CFG ist entscheidbar).

Falls L(G) # L(G)S, gibt es ein Wort, sodass genau eine dieser Aussagen stimmt, und wir terminieren.

Wir wissen bereits, dass (1) unentscheidbar ist. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass auch (2) unentscheidbar
ist, indem wir (1) auf (2) reduzieren, also (1) < (2) zeigen.

c)* Geben Sie eine Reduktionsfunktion fir (1) < (2) an. Beschreiben Sie also ein Verfahren, das eine
CFG G=(V,Z,P,S) zu einer CFG G’ = (V/, £, P’, S’) konvertiert, sodass L(G) = Z* gilt, genau dann wenn
L(G)) = L(G))S gilt.

Wir wéhlen G’ so, dass L(G’) = {a}L(G) U{b}Z* gilt. Genauer wahlen wir Produktionen S’ — aS | bR
und R — aR | bR | ¢, sowie die Produktionen aus P.

Fihren Sie Ihr Verfahren zur Veranschaulichung auf der Grammatik G mit Produktionen S — aSbS | ba aus,
und geben Sie die resultierende Grammatik G’ an.

S’ — aS| bR
R—aR|bR|e
S — aSbS | ba
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d) Beweisen Sie, dass ihr Verfahren aus Teilaufgabe c) korrekt ist, dass also L(G) = =* < L(G') = L(G')® gilt.

.= Wenn L(G) = 2* gilt, dann folgt L(G’) = {a}L(G) U {b}=* = =+ = (£*).

~=": Wir zeigen die Implikation Gber Kontraposition. Wir nehmen also L(G) # £* an, somit existiert ein

w e X* mitw ¢ L(G). Es folgt aw ¢ {a}L(G), und offensichtlich gilt aw ¢ {b}Z*. Insgesamt erhalten
wir aw ¢ L(G).

Weiterhin gilt L(G')S = {b}L(G)S U {a}=*, und somit aw € {a}=* C L(G')S. Da das Wort aw in genau
einer der Sprachen L(G’), L(G")° enthalten ist, folgt L(G’) # L(G')S.

Alternative Losung: L(G') = L(G')S = {a}L(G) U {b}z* = {b}L(G)S U {a}z* = L(G) = =*.
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Aufgabe 9 Sequenz (8 Punkte)

Sei ¥ :={0,1} und L C X* eine Sprache. Wir definieren eine Folge an Wértern wy, wy, wo, ... € * wie folgt:

firne N

] ) wpl  wennw, €L
Wo=¢ Wnit =

w,0 wennw,¢L
Wir schreiben o(L) := {w; : i € N} fUr die Sprache, die genau die Wérter der Folge enthélt.

a)* Geben Sie einen regularen Ausdruck flr die Sprache ¢(2*0) an. (Ohne Begriindung.)

(01)*(0[€)

b)* Zeigen Sie: Wenn L regulér ist, dann ist auch o(L) regular.
Hinweis: Fiir eine Aussage A kénnen Sie die Notation I(A) verwenden; es sei I(A) := 1, falls A gilt, und
I(A) := 0 sonst. Obige Definition lasst sich z.B. als w,.1 = wyl(w, € L) schreiben.

Sei M = (Q,Z,0,qo, F) ein DFA fur L. Wir modifizieren M, indem wir alle 0-Transitionen aus akzep-
tierenden Zustanden I6schen, ebenso wie alle 1-Transitionen aus nicht-akzeptierenden Zustanden.
Weiterhin machen wir alle Zustande final. Wir erhalten also einen DFA M' = (QU {qp},Z,4’, qo, Q) mit
folgenden Transitionen ¢':

§'(q,I(q € F)) :=4(q, I(q € F)) firge Q

Alle anderen Transitionen fiihren zum Fangzustand qg. Insbesondere beobachten wir L(M') = {w €
2* : §'(go, w) = 6(qo, w)}, da jeder Zustand in Q in M’ akzeptierend ist und M’ nur Transitionen aus M
enthalt.

Sei wo, wy, ... die Folge aus der Definition von o(L(M)), mit o(L(M)) = {w; : i € N}. Wir zeigen nun
L(M') = o(L(M)). Hierzu gentgt es, L(M') NZ" = {w,} flr alle n € N zu zeigen. Dies machen wir per
Induktion Uber n.

Fir die Basis mlssen wir wy = ¢ € L(M’) zeigen, was aus qo € Q = F folgt. Fir den Schritt sei n
beliebig, und wir nehmen L(M') N X" = {w,} an. Sei w € 2", ¢ € Z, und q := 6(qo, W). Es gilt

we € L(M') < §'(qo, we) = 5(qo, we)
& §'(q0,w) = q A d'(g,¢) = (g, c)
swelM)Ac=I(geF)
Sw=wyAc=I(weL(M)
< WC = Wpyq
Alternative Lésung: Sei g, := 6(qo, w,) (man beachte w, = g), und x, := I(w, € L(M)), fur alle n € N.
Dann gilt wpy1 = wpx,, sowie x, = I(g, € F). Es folgt gni1 = 0(qo, Wnet) = 6(Qn, Xa) = 0(Qn, I(Qn € F)).

Insbesondere hangt g,. nur von g, ab.
Da g, € Q und Q endlich ist, gibt es i < j mit g; = g;. Also gilt

L={wel:|w <i}ULW_1(X..xi—1)"}{Xi..xx :i < k <j}
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N = O

oo Oh WN = O



Zusatzlicher Platz fir Losungen. Markieren Sie deutlich die Zuordnung zur jeweiligen Teilaufgabe.
Vergessen Sie nicht, ungiiltige L6sungen zu streichen.

— Seite 14 /16 —



— Seite 15/ 16 —




— Seite 16 /16 —




	p1a1m3: Off
	p1a1m1: Off
	p1a1m2: Off
	p1b1m1: Off
	p1b1m3: Off
	p1b1m2: Off
	p1c1m1: Off
	p1c1m2: Off
	p1c1m3: Off
	p1c1m4: Off
	p1d1m1: Off
	p1d1m2: Off
	p1d1m3: Off
	p1d1m4: Off
	p1e1m2: Off
	p1e1m3: Off
	p1e1m1: Off
	p2a1c0: Off
	p2a1c1: Off
	p2a1c2: Off
	p2a1c3: Off
	p2a1c4: Off
	p2b1c0: Off
	p2b1c1: Off
	p2b1c2: Off
	p2b1c3: Off
	p2b1c4: Off
	p2c1c0: Off
	p2c1c1: Off
	p2c1c2: Off
	p2c1c3: Off
	p2c1c4: Off
	p3a1c0: Off
	p3a1c1: Off
	p3a1c2: Off
	p3b1c0: Off
	p3b1c1: Off
	p3b1c2: Off
	p3c1c0: Off
	p3c1c1: Off
	p3c1c2: Off
	p3c1c3: Off
	p3d1c0: Off
	p3d1c1: Off
	p3d1c2: Off
	p3d1c3: Off
	p4a1c0: Off
	p4a1c1: Off
	p4a1c2: Off
	p4a1c3: Off
	p4a1c4: Off
	p4a1c5: Off
	p4b1c0: Off
	p4b1c1: Off
	p4b1c2: Off
	p4b1c3: Off
	p4c1c0: Off
	p4c1c1: Off
	p4c1c2: Off
	p5a1c0: Off
	p5a1c1: Off
	p5a1c2: Off
	p5b1c0: Off
	p5b1c1: Off
	p5b1c2: Off
	p5b1c3: Off
	p5b1c4: Off
	p5b1c5: Off
	p5c1c0: Off
	p5c1c1: Off
	p5c1c2: Off
	p5c1c3: Off
	p6a1c0: Off
	p6a1c1: Off
	p6a1c2: Off
	p6b1c0: Off
	p6b1c1: Off
	p6b1c2: Off
	p6b1c3: Off
	p6b1c4: Off
	p6b1c5: Off
	p6b1c6: Off
	p6c1c0: Off
	p6c1c1: Off
	p6c1c2: Off
	p6d1c0: Off
	p6d1c1: Off
	p6d1c2: Off
	p6d1c3: Off
	p6d1c4: Off
	p6e1c0: Off
	p6e1c1: Off
	p6e1c2: Off
	p6e1c3: Off
	p6e1c4: Off
	p7a1m2: Off
	p7a1m1: Off
	p7b1m3: Off
	p7b1m2: Off
	p7b1m1: Off
	p7c1m1: Off
	p7c1m3: Off
	p7c1m2: Off
	p7d1m1: Off
	p7d1m2: Off
	p7d1m3: Off
	p7e1m2: Off
	p7e1m1: Off
	p7e1m3: Off
	p8a1c0: Off
	p8a1c1: Off
	p8b1c0: Off
	p8b1c1: Off
	p8b1c2: Off
	p8c1c0: Off
	p8c1c1: Off
	p8c1c2: Off
	p8c1c3: Off
	p8c1c4: Off
	p8c1c5: Off
	p8d1c0: Off
	p8d1c1: Off
	p8d1c2: Off
	p8d1c3: Off
	p8d1c4: Off
	p9a1c0: Off
	p9a1c1: Off
	p9a1c2: Off
	p9b1c0: Off
	p9b1c1: Off
	p9b1c2: Off
	p9b1c3: Off
	p9b1c4: Off
	p9b1c5: Off
	p9b1c6: Off


