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Aufgabe 1 Quiz1: Regulidre Sprachen, kontextfreie Sprachen, Sprachen allgemein (9 Punk-
te)

a)* Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob diese korrekt ist oder nicht. Begriinden Sie ihre Antwort
jeweils kurz. Antworten ohne Begriindung werden nicht gewertet. Falls eine Aussage nicht gilt, geben Sie
(soweit angebracht) entsprechende Gegenbeispiele an. Antworten wie ,,Ja, sieche Vorlesung sind ohne weiteren
Kontext nicht ausreichend.

1. Seien A, B C ¥* Sprachen. Dann ist |[AB| = |A]| - | B].
2. Zu jeder reguléren Sprache L gibt es eine nicht mehrdeutige Grammatik, die L erzeugt.
3. Jede endliche Teilmenge einer kontextfreien Sprache ist kontextfrei.

4. Sei A C ¥* eine Sprache. Dann gibt es hochstens eine unendlich grofie Myhill-Nerode-Klasse beziiglich
=A.

5. Sei M ein NFA iiber dem Alphabet ¥, in dem jeder Zustand ein Endzustand ist. Dann akzeptiert M
alle Worter in X*.

6. Sei A C ¥* regulir. Dann ist {w | we A A wf € A} ebenfalls reguldr (w1 ...w,)® = wy,...w
bezeichnet die Spiegelung von w).

7. Seien A, B C ¥* reguldr mit ¢ ¢ A. Dann sind alle Losungen X C ¥* der Gleichung X = AX UB
regulér.

Die folgenden Losungen sind teilweise deutlich ausfiihrlicher als das, was bei der Korrektur einen
ganzen Punkt gibt.

1. Falsch, z.B. A = B = {g,a}. Dann ist AB = {¢,a,aa} und damit |[AB| =3 <4 = |A|-|B|.

2. Korrekt, da laut Vorlesung jede reguldre Sprache auch eine DCFL ist und es laut Lemma 4.72
fiir jede DCFL eine nicht mehrdeutige Grammatik gibt. (Grobe Idee: DFA — DPDA — CFG.
Die aus der Vorlesung bekannte Umwandlung DFA — CFG reicht auch, da sie eine eindeutige
rechtslineare Grammatik erzeugt.)

3. Korrekt. Jede endliche Menge ist sowieso reguldr (und damit kontextfrei).

4. Falsch, z.B. hat L((aa)*) die zwei unendlich grofien Aquivalenzklassen L((aa)*) und L(a(aa)*).
Allgemein ist jeder Zustand eines minimalen DFAs, der auf einem Zyklus liegt (z.B. weil er eine
Schleife hat), eine unendliche Aquivalenzklasse (das ist auch eine einfache Art, ein Gegenbeispiel
zu begriinden).

5. Falsch, z.B. der NFA mit keinerlei Ubergingen und nur einem Zustand, der auch Endzustand ist.
Dieser akzeptiert die Sprachd {e}. (Jeder Lauf in so einem Automaten ist akzeptierend, aber
aufgrund der partiellen Ubergangsrelation kann es Worter geben, die gar keinen Lauf haben)

6. Ja. Diese Sprache ist einfach A N A® und regulire Sprachen sind unter Spiegelung und Schnitt
abgeschlossen.

7. Ja. Laut Ardens Lemma ist dann X = A* B, was regulér ist, da A und B regulér sind.
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b)* Nennen Sie jeweils ein Beispiel fiir die folgenden Objekte: 0
1. Eine mehrdeutige kontextfreie Grammatik. 1

2. Eine deterministisch kontextfreie Sprache (DCFL), die nicht von einem mit leerem Keller akzeptierenden 9
DPDA akzeptiert werden kann.

Begriinden Sie jeweils, warum das Objekt die jeweilige Eigenschaft hat.

1. G=({S, A, B}, {a}, P,S) mit den Produktionen S — Ale, A — e. Diese ist mehrdeutig, da das
Wort a die zwei verschiedenen Syntaxbaume S — € und S — A — ¢ hat.

2. {a}* ist offensichtlich deterministisch kontextfrei (da regulédr, vgl. Fakt 4.66), aber da sie die
Préfixbedingung nicht erfiillt (z.B. ¢ € {a}*, aber auch a € {a}*) kann sie nicht von einem mit
leerem Keller akzeptierenden DPDA erkannt werden (Lemma 4.68).
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Aufgabe 2 CYK (6 Punkte)
Gegeben ist die Grammatik G = ({4, B, S,T,U, X, Y}, {a,b,c}, P, S) mit den folgenden Produktionen P:

S—=TU|UT U— AY
T— AX | BT | BA Y- BU|b
X > AX ¢

A—a B—=b

a)* Bestimmen Sie mithilfe des CYK-Algorithmus ob w = baacab in L(G) liegt. Geben Sie die vollstédndige
CYK-Tabelle an. Halten Sie sich dabei strikt an die Darstellung aus den Ubungen und begriinden Sie, warum
aus Threr Tabelle hervorgeht, dass das Wort in der Sprache ist bzw. nicht.

S

- S

T - S

_ T,X _ _

T - TX - U
BY A A X A BY
b a a c a b

Damit ist das Wort in der Sprache enthalten, weil das Startsymbol S in der oberen linken Zelle
enthalten ist.

b)* Zeichnen Sie fiir w = baacab einen Ableitungsbaum beziiglich G.
S
/ \
T U
)\ /
B T A
/\
A X
/\
A X

\

Y
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Aufgabe 3 Rekursion auf reguliren Ausdriicken (9 Punkte)

Sei a € ¥ ein beliebiges, aber festes Zeichen. Fiir eine Sprache A C ¥* definieren wir das Priadikat P, das
angibt, ob es ein Wort in A gibt, das das Zeichen a enthélt. Formal:

P(A) +— JweA. jw|, > 1

a)* Finden Sie fir A, B C ¥* einen einfachen Ausdruck fiir P(AB) in Abhéngigkeit von P(A4) und P(B). 0

Beweisen Sie Ihre Behauptung.

Vorsicht: Vergessen Sie nicht den Fall, dass eine der Sprachen leer ist. 1
2

P(AB) «— (P(A)VP(B))ANA#OAB #0

Beweis: Wir zeigen, dass die linke Seite der Gleichung die rechte impliziert und umgekehrt.

Sei A # ) und B # () und P(A) Vv P(B). Falls P(A) gilt, dann gibt es ein Wort u € A, das ein a enthalt
und irgendein Wort v € B. Somit ist uv € AB und uv enthélt a, d.h. es gilt P(AB). Der Fall fiir P(B)
ist analog.

Fiir die Riickrichtung gelte nun P(AB). Dann gibt es v € A und v € B, sodass uv ein a enthélt. Falls
w ein a enthélt. so gilt P(A). Ansonsten muss v ein a enthalten und es gilt P(B). In beiden Fillen ist
A#Dund B # (), da ja v € A und v € B ist. Somit folgt die rechte Seite.

— Seite 5 / 20 -



b)* Geben Sie eine rekursive Definition eines Priadikats Q(r) auf reguldren Ausdriicken an, sodass Q(r) +—
P(L(r)). )

Sie diirfen hierbei auf das aus der Ubung bekannte Pradikat is_empty(r) zuriickgreifen, das bestimmt, ob
die zu einem regulidren Ausdruck r gehérende Sprache leer ist; d.h. is_empty(r) +— L(r) =0 .

Q(0) +— false
Q(e) <— false
Qx)+—x=a
Q(r[s) +— Q(r) v Q(s)
Q(rs) +— (Q(r) V Q(s)) A —is_empty(r) A —is__empty(s)
)

Q(r Q(r
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c) Beweisen Sie die Korrektheit IThrer Konstruktion durch strukturelle Induktion tiber r. Sie miissen dabei
nur die Félle rq | ro (Vereinigung) und r = ry1ry (Konkatenation) behandeln und diirfen die anderen 4 Fille
weglassen.

Geben Sie jeweils klar an, welche Aussage zu zeigen ist und ggf. was die Induktionshypothesen sind und wo
Sie sie verwenden.

Sie diirfen Thr Ergebnis aus Aufgabe a) verwenden, selbst wenn Sie es nicht beweisen konnten. Auch hier
miissen Sie aber angeben, wo Sie es genau verwenden.

Fall r | s:
IH: Q(r) «— P(L(r)) und Q(s) «+— P(L(s))
Zu zeigen: Q(r | s) +— P(L(r | s))

Q(r | 5) <% Q(r) v Q(s)

& P(L(r) V P(L(s))

&5 (Fwel(r). Jwle = 1)V (Gwel(r). [wl, > 1)

+— Jwel(r) UL(s). |w|, > 1
&L PL(r) UL(s))
€5 P(L(r | )

Fall r s:

TH: Q(r) +— P(L(r)) und Q(s) +— P(L(s))

Zu zeigen: Q(rs) <+— P(L(rs))

Q(rs) <5 (Q(r) v Q(s)) A is_empty(r) Ais_empty(s)
5 (P(Lr)VP(L())) A L) # 0 AL(s) £ 0
s P(L(r) L(s))
&L P(L(rs))
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Aufgabe 4 NFA Konstruktion (5 Punkte)

Wir betrachten die Sprache der Worter die durch das Loschen genau eines Zeichens aus einem fixen Wort w
hervorgehen:

Ly ={w |u,v € " AJec € X. ucv = w}

Wobei 3 ein gegebenes Alphabet ist.

a)* Sei ¥ = {t,h,e,0}. Zeichnen Sie einen e-NFA, der die Sprache Lo, akzeptiert. Der Automat darf maximal
10 Zustiande umfassen.
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b)* Seien nun ¥ und w = wy ... w, € X* beliebig. Konstruieren Sie einen e-NFA M,,, der die Sprache
L, akzeptiert, indem Sie explizit das Tupel M,, = (@, %, , go, ') angeben. Informelle Beschreibungen des
Automaten werden nicht bewertet. Der Automat darf maximal 2(n + 1) Zustdnde umfassen.

Q:{qlv~-~:Qn}U{rla"'vrn}

§ = {(qi,wi,qiy1) | i€ {1,...,n—1}}
U{(ri,wit1,miv1) |1 €{1,...,n—1}}
U{(gi,e,m) |ie{l,...,n}

F={r.}

do = q1
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Aufgabe 5 Pumping Lemma (8 Punkte)

Sei ¥ = {a,b}. Wir betrachten die folgende Sprache iiber dem Alphabet ¥/ = {a, b, #}:

L = {p#w | p,w € ¥* A p ist ein Prifix von w}

Dabei ist p genau dann ein Préfix von w, wenn es ein v € ¥* gibt mit pv = w.

a)* Zeigen Sie, dass L nicht kontextfrei ist, indem Sie einen Widerspruchsbeweis unter Verwendung des

Pumping Lemmas fiir kontextfreie Sprachen fithren.

e Angenommen, L wire kontextfrei. Dann kénnen wir das PL fiir kontextfreie Sprachen anwenden:

e Sein € N eine PL-Zahl fiur L.

e Wihle z = z1#25 = a™b"#a™b". Offensichtlich is |z| > n und 2z € L.

o Nach PL gibt es eine Zerlegung z = uvwzy mit 1. vr # ¢, 2. jvwz| < nund 3. Vi € Nuviwz'y € L.

Fall 1: v oder = enthélt #
Dann enthélt uv?wa?y zwei # und ist damit nicht in L.

Fall 2: vwx befindet sich vollstdndig in z;

Dann gilt fiir uv?wz?y wegen v # € dass der Teil vor dem # linger ist als der Teil danach,
woraus folgt dass das Wort nicht in L ist.

Fall 3: vwx befindet sich vollstidndig in 2o

OwaVy.

Dann gilt die selbe Begriindung wie im letzten Fall fiir uv
Fall 4: v liegt in z; und x liegt in 25

Da |vwz| < n gilt kann v nur b’s und # nur @’s enthalten. Damit gilt fiir uv?wz?y dass der
Teil vor dem # mehr als n b’s enthélt, womit das Wort nicht in L ist.

e Also haben wir einen Widerspruch zur Annahme hergeleitet und somit ist L nicht kontextfrei.
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b)* Geben Sie eine unendliche Menge von Myhill-Nerode Aquivalenzklassen fiir die Sprache L an. Es reicht 0
hierbei aus, fir jede Klasse jeweils einen Représentanten anzugeben. Zeigen Sie auflerdem, dass die Klassen
paarweise verschieden sind. 1

{la"#] | n e N}

Seien i, j beliebig mit i # j. Sei 0.b.d.A. i > j. Dann ist a/ ein unterscheidendes Suffix fiir [a’#] und
[a?#], da a’#a’ € L aber a'#a’ ¢ L. (Da der Teil vor dem # linger ist als der Teil danach)
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Aufgabe 6 Kontextfreie Sprachen (2) (6 Punkte)

Wir betrachten die Sprache L = {a*b* | k > 0} und die Grammatik G = ({S},{a,b}, P, S) mit den folgenden
Produktionen P:
S —e|aSb

Zeigen Sie, dass G genau die Sprache L produziert, also L(G) = L.

Wir zeigen zuerst L(G) C L. Sei w € L(G). Damit S —* w. Wir zeigen 3k > 0.w = aFb* mittels
Induktion iiber die Ableitung von w.

Die einzige Induktionsbasis ist das leere Wort. Dieser Fall is offensichtlich.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an S —"*! w. Die Induktionshypothese gilt fiir alle m < n, d.h.
Ym < n.Vw'.S =™ w — Tk > 0.w = a*b¥. Wir betrachten den ersten Schritt der Ableitung: Es gilt
S — aSb —" aub mit w = aub und S =" u. Dann gibt es nach Induktionshypothese ein & > 0 mit
u = a¥b”®. Damit gilt w = a#¥+1b**! mit k +1 > 0.

Damit haben wir w € L gezeigt.

Sei weiterhin w € L, also w = a*bF kpk

fiir ein k£ > 0. Wir zeigen S —* a per Induktion iiber k.

Basisfall: S — ¢ = a®b°.

Induktionsschritt von k nach k + 1. Die Induktionshypothese ist S —+* ab*.
Zu zeigen: S —* aFt1bFt1 Es gilt:

S — aSh
—* aa"b*b (IH)
_ Sk Akl

Damit haben wir w € L(G) gezeigt.
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Aufgabe 7 Unabhiingige Knotenmenge (8 Punkte)

In einem beliebigen ungerichteten Graph G = (V, E') nennen wir eine Knotenmenge S C V' unabhéngig, falls
keine zwei Knoten aus S eine Kante aus F bilden. Wir betrachten das Entscheidungsproblem UK:
Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine natiirliche Zahl k.

Zu entscheiden: Gibt es eine unabhéngige Teilmenge von Knoten S C V' mit |S| > k?

a)* Zeigen Sie, dass UK € NP.

Als Zertifikat dient die Knotenmenge S. Wir kénnen in polynomieller Zeit in |V| + | E| iiberpriifen, ob
die folgenden Eigenschaften gelten:

. SCV
. |1S|>k

e S ist unabhingig

b)* Zeigen Sie, dass UK NP-schwer ist, indem Sie eine polynomielle Reduktion von 3KNF-SAT auf UK angeben
und deren Korrektheit beweisen. Fiihren Sie Thre Reduktion auch explizit fir die Formel (z1 V —x3 V x4) A
(mx1 V 22 V x3) durch.

Hilfestellung: Verwenden Sie genau einen Knoten fir jedes Vorkommen eines Literals in jeder Klausel (also
hochstens 3m Knoten bei m Klauseln).

Wir bezeichnen Literale —x; und z; als komplementér. Gegeben seien m Klauseln ¢, ..., ¢p,. Die Lite-
rale von ¢; seien mit [; ; fiir j € {1, 2, 3} bezeichnet (nicht alle davon miissen fiir jede Klausel existieren).

Wir definieren die Reduktion f, die eine Probleminstanz fiir UK folgendermafien konstruiert. Wir fligen
in E zunéchst ein “Dreieck” {{l; 1,0 2}, {li2,li,3}, {li;3,li1}} fir jede Klausel ¢; hinzu, um sicherzu-
stellen, dass genau ein Literal pro Klausel ausgewahlt wird. Nun fiigen wir noch eine “Konfliktkante*’
fiir jedes Paar aus komplementéiren Literalen hinzu. Setze k :=m und V := |J E.

Die Reduktion f ist offensichtlich in polynomieller Zeit berechenbar.

Korrektheit: Sei o eine erfiillende Belegung der Variable in ¢q, ..., ¢,,. Dann gibt es mindestens ein
Literal I; ; mit o(li’j) =1 fiir alle 1 <7 < m. Sei S eine Knotenmenge, die aus genau einem solchen
Literal fiir jede Klausel besteht. Offensichtlich gelten |S| = k und S C V. S ist auch unabhéngig: keine
Kante aus den Dreiecken wird vollstdndig abgedeckt, da wir nur ein Literal pro Klausel auswéhlen.
Es wird auch keine Konfliktkante vollsténdig abgedeckt, da o nur eines der Literale auf einer solchen
Kante auf 1 setzen kann.

Sei S C V unabhéngig mit |S| > k. S muss genau einen Knoten pro Dreieck enthalten, also |S| = k.
Wir konstruieren nun eine Belegung o, die o(l; ;) =1 fiir alle [; ; € S setzt. Das ist wohldefiniert, da
aufgrund der Konfliktkanten nie zwei komplementére Literale in V' enthalten sein kénnen. Zudem ist o
erfiillend, da wir mindestens ein Literal pro Klausel auf 1 gesetzt haben.

— Seite 13 / 20 —




Beispiel: Setze k := 2. Es ergibt sich der folgende Graph:

2,1

g
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Aufgabe 8 Quiz 2: Berechenbarkeit und Komplexitit (9 Punkte)

a)* Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob diese korrekt ist oder nicht. Begriinden Sie jeweils
kurz. Antworten ohne Begriindung werden nicht gewertet. Falls eine Aussage nicht gilt, geben Sie (soweit
angebracht) entsprechende Gegenbeispiele an. Antworten wie ,, Ja, siehe Vorlesung“ sind ohne weiteren Kontext

nicht ausreichend.

1. Die Sprache A := {w | vu = Xxm,} ist entscheidbar. Wie aus der Vorlesung bekannt bezeichnet dabei
y die von der durch w kodierten Turingmaschine berechnete Funktion, und x g, die charakteristische

Funktion von Hj.

2. Der Wertebereich {y € ¥* | 3x € £*. y = f(x)} einer berechenbaren Funktion f ist semi-entscheidbar.

orok W

Fiir jedes Problem A in P gilt A <, SAT.
Jede unentscheidbare Sprache hat eine unentscheidbare echte Teilmenge.

Sei A C 3* eine regulidre Sprache. Dann ist A in deterministisch-linearer Zeit entscheidbar, d.h. es gibt

eine DTM M mit L(M) = A und Konstanten a,b > 0 mit Vw € £*. timeps (w) < a|w| +b.

Die folgenden Losungen sind teilweise deutlich ausfiihrlicher als das, was bei der Korrektur einen
ganzen Punkt gibt.

1.

Korrekt. Da Hj nicht entscheidbar ist, ist die charakteristische Funktion nicht berechenbar und
damit A = (), was trivialerweise entscheidbar ist.

. Korrekt. Wir bauen eine NTM, die = € ¥* rit und dann priift, ob y = f(x) ist. Alternativ: wir

simulieren die Maschine, die f berechnet, fiir jeweils'N Schritte auf allen Eingaben x der Lénge
< N. Wenn eine dieser Ausfithrungen y zuriickgibt, halten wir; ansonsten erhéhen wir N um 1.

. Korrekt, da P € NP und SAT NP-schwer ist. Alle Probleme in NP lassen sich per Definition auf

ein NP-schweres Problem reduzieren.

Korrekt. Sei A eine unentscheidbare Sprache. Dann ist A # 0, da () trivialerweise entscheidbar
ist. Sei also € A. Dann ist die echte Teilmenge A \ {z} auch wieder unentscheidbar, da man
aus einem Entscheider fiir A\ {} einen Entscheider fiir A bauen kénnte.

. Korrekt. Wir nehmen einen DFA, der A akzeptiert, und wandeln diesen um in eine DTM mit den

gleichen Zustéinden und einem zusétzlichen dedizierten Endzustand. Mit jedem Ubergang bewegt
die DTM ihren Lese-/Schreibkopf eins nach rechts und geht in den entsprechenden Folgezustand
des DFAs iiber. Zuséatzlich fiigen wir von jedem Zustand, der in dem DFA ein Endzustand war,
eine Transition mit [J zu dem neuen Endzustand hinzu. Fiir jedes Eingabewort w macht diese
DTM offensichtlich entweder |w| oder |w|+ 1 Schritte.
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b)* Nennen Sie jeweils ein Beispiel fiir die folgenden Objekte:
1. Eine Sprache, die nicht in NP ist.
2. Eine totale Funktion, die nicht berechenbar ist.
3. Zwei unentscheidbare Sprachen, deren Schnitt entscheidbar ist.
4. Eine Sprache, die nicht Typ 0 in der Chomsky-Hierarchie hat.

Begriinden Sie jeweils kurz, warum ihr Beispiel diese Eigenschaften hat (nur ,laut Vorlesung® ist nicht
ausreichend). Die Unentscheidbarkeit von aus der Vorlesung als unentscheidbar bekannten Sprachen miissen
Sie nicht begriinden.

1. Hp, weil sie nicht entscheidbar ist.

2. Die charakteristische Funktion von Hy (kann nicht berechenbar sein, da Hy nicht entscheidbar
ist). Ist total, da sie per Definition nur die Werte 0 und 1 annimmt.

3. Hy und Hy sind unentscheidbar, aber ihr Schnitt ist die leere Menge, welche trivialerweise
entscheidbar ist.

4. Die Typ 0-Sprachen sind laut Vorlesung genau die rekursiv aufzihlbaren, also die semi-entscheidbaren.
Da K laut Vorlesung semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar ist, ist K nicht semi-entscheidbar
und damit auch nicht Typ 0.
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Zusitzlicher Platz fiir Losungen. Markieren Sie deutlich die Zuordnung zur jeweiligen Teilauf-
gabe. Vergessen Sie nicht, ungiiltige Losungen zu streichen.
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