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Das Ubungsblatt ist in zwei Teile gegliedert: den Vorbereitungsteil, den Sie vor der
Ubung selbststindig bearbeiten sollen, und den Ubungs-/Nachbereitungsteil, der
Aufgaben enthélt, die in der Ubung besprochen werden und von Ihnen anschlieend
zur Nachbereitung verwendet werden konnen.

Vorbereitung (vor der Ubung selbstindig zu bearbeiten)

Vorbereitungsaufgabe U10.1. (Wichtige Begriffe & Kahoot)

Uberpriifen Sie, dass Sie die folgenden Begriffe oder Notationen korrekt definieren kon-

nen.

WHILE-Programm

GOTO-Programm

Konvertierung: WHILE — TM — GOTO — WHILE

entscheidbar /unentscheidbar

charakteristische Funktion einer Menge A: x4

spezielles Halteproblem

My, My[x], My[z]d

allgemeines und spezielles Halteproblem, Halteproblem auf leerem Band

Reduktion (Beispiel: A < B, sprich: “A ist reduzierbar auf B”)

Vorbereitungsaufgabe U10.2. (Zweierpotenz: TM, WHILE, GOTO)

Sei f:{0,1}* — {0,1} die Funktion, die angibt, ob ein Wort die Bindrdarstellung einer
Zweierpotenz ist, wobei fithrende Nullen erlaubt sind (0100)2 = (100), = 4:

(a)

1, wenn (w)y = 2" fireinn € N
f<w>={ )

0, sonst

Geben Sie graphisch eine TM an, die f berechnet.

Erinnerung: Damit eine TM eine Funktion berechnet, muss das Band nach der
Berechnung nur noch die Ausgabe enthalten und der Kopf der TM muss auf das
erste Zeichen der Ausgabe zeigen.

Geben Sie ein WHILE-Programm an, das berechnet, ob z; € N (die Eingabe)
eine Zweierpotenz ist. Die Eingabe liegt, anders als in Aufgabe (a), in Dezimaldar-
stellung vor. Sie diirfen die Funktionen DIV und MOD benutzen. Geben Sie bei
Eingabe einer Zweierpotenz 1 und 0 sonst zuriick.

Erinnerung: Die Syntax von WHILE-Programmen findet man auf den Folien. Es
gibt bei WHILE-Programmen (und GOTO-Programmen) kein Band und keinen
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direkten Zugriff auf die Bindrrepréisentation der Eingabe. Nach dem Terminieren
des Programms muss die Ausgabe in xg stehen.

(c) Geben Sie ein GOTO-Programm an, das berechnet, ob z; (die Eingabe) eine Zwei-
erpotenz ist. Sie diirfen die Funktionen DIV und MOD benutzen.
Vorbereitungsaufgabe U10.3. (Quiz)

Ordnen Sie die folgenden Satzanfange allen Satzenden zu, sodass richtige Aussagen ent-
stehen. Sei dazu A, B C {0, 1}*:

(a) Die Funktion x4 ist berechenbar, (i) wenn A < B gilt und B entscheidbar
ist.
(b) A ist entscheidbar, (ii) wenn A entscheidbar ist.
(iii) wenn A < B gilt und A nicht ent-
(¢) B ist nicht entscheidbar, scheidbar ist.

Vorbereitungsaufgabe U10.4. (Reductio ad absurdum)

Sei A= {w € ¥*| 3 € Ny. |w| = 5i + 3} mit ¥ = {a,b}.
Entscheiden und erkléren Sie, ob die folgenden Funktionen eine korrekte Reduktionen
gemif Vorlesungsdefinition sind.

(a) Behauptung: Sei L; kontextfrei mit Grammatik G und () # Ly # ¥* reguliar mit
Grammatik G’ und L1, Ly C ¥*. Dann L1 < Lo.

Reduktion: Wahle u € Ly und v € ¥* \ L. Definiere f : ¥* — ¥* mit

u, fallsw e L
flw) = { '

v, sonst

(b) Behauptung: A < AU {z}.

Reduktion: f(w) = w.
(c) Behauptung: Ho < A

Reduktion: Definiere f : Hy — A mit f(w) = aaa.
(d) Behauptung: Ho < A

Reduktion:

aaa falls w € H
flw) = { ’
b sonst

(e) Behauptung: A < H,y
Reduktion: f bildet jedes Element x € ¥* auf die Kodierung w einer TM ab, die
wie folgt definiert ist: Die TM M, 16scht die Eingabe und schreibt = aufs Band,

bestimmt dann die Lénge von x, zieht 3 ab und priift anschliefend, ob das Ergebnis
durch 5 teilbar ist. Dementsprechend gibt die Maschine ,,Ja“(1) oder ,,Nein*(0) aus.

(f) Behauptung: Ho < Ho

Reduktion: f bildet jedes w € {0,1}* auf die Kodierung f(w) einer TM Mg,
ab, die My[e] simuliert. Falls M,[e] hélt, geht My, in eine Endlosschleife. Falls
My €] nicht hélt, hilt My ,,).



Vorbereitungsaufgabe U10.5. (Hyzq)

Sei X ein beliebiges Alphabet. Zeigen Sie: Es ist unentscheidbar zu priifen, ob fiir zwei
als Eingabe gegebene Turingmaschinen die eine auf allen Eingaben genau dann hélt,
wenn die andere nicht hélt. Formaler: Zeigen Sie, die Menge

Hypg = {wiF#ws | wi,we € {0,1}" und Vo € B*. M, [z]l <= —My,[z]l}
ist unentscheidbar.

Lésungsskizze. Fir diese Aufgabe gibt es eine Videoldsung: Link

Wir reduzieren das Halteproblem auf leerem Band Ho auf Hxygg. Dabei gilt zu beach-
ten, dass die Reduktion total, berechenbar und korrekt sein muss.

Reduktion von Hg: Sei w, die Kodierung einer Turingmaschine, die auf keiner Eingabe
halt. Sei w € {0,1}* beliebig. Wir berechnen zunichst die Kodierung w’ einer Turing-
maschine, die bei jeder Eingabe das Band 16scht und dann M,,[e] ausfithrt. Anschliefend
geben wir w'#w | zuriick.

Die Reduktion ist total: Fir jede Eingabe w wird die Ausgabe w'#w, erzeugt.

Die Reduktion ist berechenbar: Die En- und Dekodierungsfunktionen fiir Turingmaschi-
nen sind berechenbar. Auflerdem kann eine TM alle Zeichen auf dem Band, die nicht
dem Leerzeichen entsprechen, durch geeignete Ubergéinge anfangs iiberschreiben.

Die Reduktion ist korrekt:

we Hy <= Myle]l (Def. Ho)
= Vz € ¥*. My[x]) (Myy fithrt immer M, [€] aus)
= Vz € X" (My[z]] und =M, [z]]) (M,,, hilt nie)
= wHw, € HNEQ (Def. HnEQ)
O

Ubung und Nachbereitung

Ubungsaufgabe U10.6. (Entscheidbarkeit)

Uberpriifen Sie, ob die folgenden Behauptungen korrekt oder inkorrekt sind. Begriinden
Sie dann Thre Antworten wie folgt: Wenn L entscheidbar ist, beschreiben Sie einen Al-
gorithmus, der die charakteristische Funktion xj berechnet. Wenn L unentscheidbar ist,
leiten Sie einen Widerspruch zu einem Ergebnis der Vorlesung ab.

(a) Wenn A und B entscheidbare Sprachen sind, dann ist A N B entscheidbar.

(b) Wenn A und A U B entscheidbar sind, dann ist B entscheidbar.

Ubungsaufgabe U10.7. (Reduktion)
Erinnerung: H = {w#z : w,z € {0,1}*, My[z]l} (allgemeines Halteproblem) und
Ho = {w € {0,1}* | My[e]l} (Halteproblem auf leerem Band)
(a) Sei Hywn, = {wH#u#v : w,u,v € {0,1}*, My, [uvu]l}.
Zeigen Sie: Hyyy, ist unentscheidbar, da H < Hypy-

(b) Sei Hy+ = {w € {0,1}* | Vo € ¥* : My|x]|}.
Zeigen Sie: Hy+ ist unentscheidbar, da Hg < Hyx.
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Ubungsaufgabe U10.8. (Allgemeine Reduktion)

Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen korrekt oder inkorrekt sind, und begriinden Sie
Thre Antwort, indem Sie einen Beweis bzw. ein passendes Gegenbeispiel angeben. Sei
¥ :=40,1}.

(a) VAC Y : A< ¥*

(b) VA, BCYX*:A<B < A<B

(¢) VA,B,CCY*:A<BAB<(C = A<C

Ubungsaufgabe U10.9. (Collatz- Vermutung)

Zu einem Startwert ag € N definieren wir eine Folge (ay,)nen wie folgt:

an/2 a, gerade
an+1 =
3a, +1 a, ungerade

Die seit 1937 unbewiesene Collatz-Vermutung besagt:
Fiir alle Startwerte ag € N4, gibt es einen Index ¢ € N, sodass a; = 1.

Nehmen Sie an, es gibt ein Programm N, welches als Eingabe ein WHILE-Programm P
mit genau einer Eingabevariable nimmt und zu jedem solchen P angibt, ob P die Null-
funktion berechnet. Zeigen Sie, dass Sie dann die Collatz- Vermutung beweisen oder wi-
derlegen kénnen.

Hinweise:

e Geben Sie auch das WHILE-Programm P, das Sie fiir IThren Beweis verwendet
haben, an.

¢ Sie diirfen jede Syntax, die in den Folien fiir WHILE-Programme eingefiihrt worden
ist, verwenden.



