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¢ Die Aufgaben werden in folgender Reihenfolge korrigiert: H11.1, H11.2, H11.3
¢ Die Knobelaufgabe bitte separat auf Moodle abgeben. Sie wird korrigiert.
e 0 €N, TMs sind deterministisch

Aufgabe H11.1. (Downwards is the only way forwards.) 7 Punkte
Wir betrachten folgende Probleme, fiir eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S):
(1) Ist L(G) = X* ? (2) Ist L(G) = L(G)E ?

Von (1) wurde in der Vorlesung gezeigt, dass es unentscheidbar ist. Wir wollen nun die
Unentscheidbarkeit von (2) beweisen. Reduzieren Sie also (1) auf (2). Beschreiben Sie
dafiir Thre Reduktionsfunktion und beweisen, dass diese die notwendigen Figenschaften
erfullt.

Hinweise: Zur Vereinfachung diirfen Sie ¥ = {a, b} fiir das zu reduzierenden Problem
annehmen, ohne das Problem, auf das Sie reduzieren, einzuschréinken.

Liosungsskizze. Wir nehmen eine Grammatik G (von (1)) als Eingabe, und geben eine
Grammatik H = (V)X P',S") (fiir (2)) aus. Falls ¢ ¢ L(G) (dies ist entscheidbar), ist
H eine Grammatik fiir die Sprache {ab}. Nun sei also € € L(G).

Wir nehmen wie im Hinweis beschrieben an, dass G tiber den Alphabet ¥ = {a, b}
definiert ist. Unsere Ausgabe H verwendet das Alphabet X' = {a,b,c}.

Weiterhin definieren wir V' := {S’", W} UV (fiigen also Variablen S’, W hinzu), und
die Produktionen P’ als

S"— S| We
X > a fir (X - a)eP
W — aW | bW | e

Es gilt also L(H) = {c¢}L(G) U £*{c}.

Nun zeigen wir die Korrektheit der Reduktion. Wenn L(G) = ¥*, folgt L(H) = {c}¥*U
Y*{c} = L(H)®. Falls L(G) # ¥*, dann gibt es ein w € ¥*\ L(G). Insbesondere erhalten
wir cw ¢ {c}L(G). Nach unserer Annahme gilt nun w # ¢, woraus cw ¢ ¥*{c} und
schlieBlich cw ¢ L(H) folgt. Aber cw € {¢}¥* C L(H)® gilt, und somit L(H) # L(H)E.

Aufgabe H11.2. (The line must be drawn here! This far, no further!) 10 Punkte

Zum Geburtstag hat Theo eine k-Band-Turingmaschine geschenkt bekommen. Er ist
sich aber nicht sicher, ob er sie laufen lassen soll — dies konnte ja sehr lange dauern,
und eigentlich wollte er noch den Schnecken beim Kriechen zuschauen. Kénnen Sie ihm
helfen?

Wir nennen eine k-Band-TM (+1)-zeitbeschrankt, wenn sie fiir alle Eingaben mit
Lénge n innerhalb von n + 1 Schritten hélt. (Beachten Sie, dass n variabel ist.) Zeigen
Sie, dass die Sprache

L:={we {0,1}" : M,, ist (+1)-zeitbeschrénkt}
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unentscheidbar ist.

Hinweise: Reduzieren sie von Hj (dem Komplement des Halteproblems auf leerem
Band). Beachten Sie, dass H nur 1-Band-TMs kodiert. Die Eingabe einer k-Band-TM
steht auf dem ersten Band, die anderen Bénder sind am Anfang leer.

Lisungsskizze. Sei Ho das Halteproblem auf leerem Band und Hg sein Komplement.
Dann ist Hg unentscheidbar, und wir zeigen nun Hg < L.

Sei M eine beliebige 1-Band-TM tiber dem Alphabet {0, 1}. Wir miissen nun also eine
k-Band-TM M’ konstruieren, die genau dann (41)-zeitbeschrankt ist, wenn M auf dem
leeren Band nicht halt.

Dalfiir konstruieren wir M’ als die 2-Band-TM, die M auf dem zweiten Band ausfiihrt.
Bei jedem Schritt, den M macht, loscht M’ dabei ein Zeichen der Eingabe. Falls M’ so
das letzte Zeichen der Eingabe 16scht, halt M’ (1). Falls M vorher terminiert, geht M’
stattdessen in eine Endlosschleife (2).

Nun gibt es zwei Moglichkeiten. Wenn M auf dem leeren Band nicht hélt, kann (2)
nicht eintreten, und M’ wird auf einer Eingabe der Lange n innerhalb von n+1 Schritten
halten, ist also (4-1)-zeitbeschrénkt.

Falls doch, dann gibt es ein n, sodass M auf dem leeren Band in n Schritten hélt. Nun
konnen wir M’ auf einer Eingabe mit Liange n ausfiihren, und nach (2) geht M’ in eine
Endlosschleife — somit ist M’ nicht (+1)-zeitbeschrankt.

Quizaufgabe H11.3. (Do or do not. There is no try.) unkorrigiert (8 Punkte)

Dr. Evilsparza hat sich auf eine Stelle an der Technischen Hochschule Estlingen-Oberfeld
beworben, und koénnte bald Prof. Evilsparza sein. Um dies zu verhindern, versuchen
Sie, ihn vor der Auswahlkommission blof3zustellen, indem Sie seine Ausfiilhrungen zur
Unentscheidbarkeit als falsch entlarven.

Sei ¥ := {0, 1}. Bestimmen Sie jeweils, ob folgende Aussagen wahr sind. Falls ja, geben
Sie eine kurze Begriindung an, ansonsten ein Gegenbeispiel.

(a) Sei L C ¥* unentscheidbar und w € L. Dann ist {v : M,,[v]]} unentscheidbar.
(b) Fir zwei unentscheidbare Sprachen Lq, Ly C ¥* ist Ly U Ly unentscheidbar.
(c) Sei f:N — N total, berechenbar und bijektiv. Dann ist f~! berechenbar.

(d) Fur beliebige TMs M;, My ist die Sprache L(M;) \ L(Mz) semi-entscheidbar.
(e) Sei L C ¥* unendlich. Dann gibt es eine unentscheidbare Sprache L' C L.

Hinweis: Bitte beachten Sie, dass nach Definition L(M), fiir eine TM M, die Sprache
der Worter ist, auf denen M in einem Haltezustand terminiert. Insbesondere ist L(M)
semi-entscheidbar, aber nicht unbedingt entscheidbar.

Losungsskizze.

(a) Falsch. Sei L eine beliebige unentscheidbare Sprache (z.B. Hg) und w die Kodie-
rung einer TM, die nie halt (also L(M,,) = 0). Dann ist L U {w} immer noch
unentscheidbar, aber {v : My [v]{} = 0 ist entscheidbar.

(b) Falsch. Sei L; eine beliebige unentscheidbare Sprache, zum Beispiel das Haltepro-
blem auf leerem Band. Dann ist das Komplement L := L; ebenfalls unentscheid-
bar (Fakt 5.29). Es gilt L1 U Ly = ¥*, aber ¥* ist entscheidbar.

(c) Wahr. Um f~!(y) zu berechnen, gehen wir alle moglichen # € N durch und iiber-
priifen, ob f(z) = y gilt. Da f berechenbar ist, konnen wir dies machen, und da f
bijektiv ist, terminiert die Suche mit einem «, das wir ausgeben.



(d) Falsch. Wéhle L(M;) = ¥* und L(Msz) = Ho, das Halteproblem auf leerem
Band. Diese sind beide semi-entscheidbar, daher gibt es TMs fiir diese Spra-
chen. Nun ist L(M;)\ L(M2) das Komplement des Halteproblems und damit nicht
semi-entscheidbar. Denn sonst wéren sowohl H als auch das Komplement semi-
entscheidbar und damit H( entscheidbar (Satz 5.42).

(e) Wahr. Da L C ¥* ist L abzahlbar. Wéhle also eine Bijektion N — L. Die An-
zahl moglicher Wahlen von L' ist die Anzahl moglicher Funktionen N — {0,1}
(wir konnen fiir jede Nummer eines Elements von L wihlen ob das Element in L'
ist). Dies ist iiberabzéhlbar. Da es aber nur abzahlbar viele TMs gibt, muss eine
unentscheidbare Sprache enthalten sein.

Knobelaufgabe H11.4. (No one can be told what The Matriz is.)

Doras Urgrofionkel, der Rektor der Technischen Hochschule Estlingen-Oberfeld, hat Ge-
burtstag, und die ganze Familie ist eingeladen. Nach altem Estlinger Brauch gibt es
statt Kerzen auf einer Geburtstagstorte einen Vektor mit dem Alter, und statt zu pus-
ten wird dieser Vektor so lange mit Matrizen multipliziert, bis er verschwunden ist. (Die
Matrizen werden von den Gésten mitgebracht.) Leider hat Doras Urgrofionkel es dieses
Jahr nicht geschafft, seinen Altersvektor wegzumultiplizieren, obwohl er sich viel Miihe
gegeben hat. Dora moéchte ihn nun trosten, und ihm beweisen, dass das Problem nicht
immer gelost werden kann.

Wir untersuchen nun das Vektorvernichtungsproblem (VVP):

Eingabe: Matrizen My, ..., M;, € Z3*3, Vektor v € Z3

Ausgabe: Existieren Ay, ..., 4; € {My,..., M} mit AjAy---Aw =07
Unser Ziel ist, zu zeigen, dass das VVP unentscheidbar ist.

(a) Sei M := (0 v —v), mit v € Z3, und My, ..., M), € Z3*3, wobei My, ..., M,
invertierbar sind. Zeigen Sie, dass das VVP fiir M, M, ..., M;v genau dann eine
Losung hat, wenn es Ay, ..., A; € {Mq, ..., M} gibt, sodass M A;As--- Ajw = 0.

(b) Zeigen Sie nun, dass das VVP unentscheidbar ist, indem sie 01-MPCP reduzieren.!

Losungsskizze. (a) Wir zeigen beide Richtungen, wobei ,<* allerdings trivial ist. Fiir
»,="“sei nun By, ..., B € {M, My, ..., M};} eine Losung des VVP fir M, My, ..., My;v. Wir
wahlen eine kiirzeste Losung, also eine mit minimalem [. Es gibt nun folgende Félle.

o By {Mi,....My}: Sei x := By --- Bjv. Wenn z = 0 wére [ nicht minimal, also gilt
x # 0. Da By invertierbar ist, muss aber Bgx # 0 gelten, ein Widerspruch dazu,
das By, ..., B; eine Losung des VVP ist. Dieser Fall kann also gar nicht auftreten.

e 3i > 0: B; = M: Sei x := B;---Bjv. Es muss wieder x # 0 gelten, da sonst
B;, ..., By eine kiirzere Losung wéire. Da B; = M, muss aber © = av gelten, fiir
ein @ € R, a # 0. Dies folgt aus der Beobachtung, dass fiir jeden Vektor y =
(y1,y2,y3) " € R3 gilt, dass My = v(ys — y3). Es gilt:

By---Bv=0 = By---Bi_1iz=0 = Bo"'Blpl(él‘):O

Aber éx = v, also wére By, ..., B;—1 eine kiirzere Losung und dieser Fall kann
ebenfalls nicht eintreten.

!Wir haben zwar nicht explizit in der Vorlesung gezeigt, dass 01-MPCP unentscheidbar ist, aber der
Beweis von Korollar 5.59 funktioniert unveréndert.



e By =M und By,...,B; € {My, ..., M} }: Dies ist genau die Aussage, die wir zeigen
wollen, und wir sind fertig.

(b) Wir verwenden Zahlen, um Worter darzustellen. Sei also ¥ := {0,1} und f : ¥* - N
definiert als f(e) := 0 und f(wc) := 3f(w) +c+ 1 fir w € ¥*¥, ¢ € X. Insbesondere gilt
somit f(u) = f(v) & u = v fir alle u,v € ¥*.

Nach Definition von f folgt f(uz) = f(u) - 3% + f(z), da f Zeichen an die Basis-3
Darstellung der Zahl anhédngt. Um sicher zu gehen, zeigen wir diese Aussage kurz per
Induktion iiber n := |x|.

Die Basis ¢ = ¢ ist klar. Fiir den Induktionsschritt fixieren wir ein n und nehmen
f(uz) = f(u) - 31l + f(2) fir alle u,z € £* mit |#| = n an. Fiir beliebige u, z € X* mit
x =rc fir ein r € ¥* und ¢ € ¥ gilt nun

fluz) = flure) L3f(ur) + e+ 12 3(f(u)- 3" + f(r) +c+1
= f(w) -3 +35() + e+ 1L f(w) 37+ f(re) = flu) 37 + f ()

Seien x,y € X* beliebig. Wir konstruieren nun eine Matrix M, , € 73%3 mit

1 1
Myy | flu) | = | flux) fur alle u,v € X*.
f(v) f(vy)
Dazu wahlen wir
1 0 0
Mgy = | f(z) 30
fly) 0 3w

Wir reduzieren von 01-MPCP und erhalten somit Wérter x4, ..., xg, y1, ..., yr € {0,1}*
als Eingabe. Unsere Reduktion konstruiert die Instanz M, My, ..., My;v des VVPs, mit
M; := My, 4, (wie in (b) definiert) und v := (1, f(z1), f(y1))T. Nun zeigen wir, dass die
Reduktion korrekt ist, also ,MPCP lésbar” < ,VVP losbar*.

= Seiiy,...,in € {1,...,k} eine Losung des MPCP, es gilt somit i; = 1. Wir behaupten
nun, dass M, M; ., ..., M;, eine Losung des VVPs ist. Es gilt

MMin s MigMiQU

1 1
= MM, --- My, My, | f(4,) @MMin"'Mig f(xiyzi,)
f(yi1) f(yilyi2)
1 0
=..=M| flxiy..zi,) | = (f(@i,wi,) = Wiy -9i,)) 0 1o
S Wiy --Yin) 0

Fiir () verwenden wir, dass i1, ...,i, € {1,...,k} eine Losung des MPCPs ist und
somit Liy - Lg,, = Yiq---Yiy, gﬂt.

,<=“: Da det(M,,) = 311+ £ 0 fiir ,y € ©*, konnen wir die Aussage der (a) anwen-
den, und es existiert eine Losung der Form M, M, , ..., M;, mit io, ...,4, € {1,....,k}.
Wie wir fiir den anderen Fall bereits argumentiert haben, gilt

f(@iyoozi,) — f(Yiy--Yi)
~M;,v = 0
0

MM;, -

in



wobei wir 41 := 1 setzen. Da M, M, ..., M;, eine Losung des VVPs ist, muss die
linke Seite 0 sein. Somit folgt direkt f(z;,...xi,) = f(viy---¥i,) und schlieBlich, wie
nach der Definition von f angemerkt, x;,...z;, = v;,...¥;, . Folglich ist i1, ..., 7, eine
Loésung des MPCP, mit ¢; = 1.



