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Sommersemester 2024 — Hausaufgabenblatt 2

e Die Hausaufgaben werden in folgender Reihenfolge korrigiert: H2.4, H2.5, H2.6,
H2.3

AT-Aufgabe H2.1. (Dem Tutor, dem die Studis vertrauen) keine Korrektur

Bearbeiten Sie folgende Aufgaben in Automata Tutor (Aufgaben H2.1 a—f). Konstruieren
Sie reguldre Ausdriicke fiir die folgenden Sprachen iiber dem Alphabet ¥ := {a,b}.
Beachten Sie dabei, dass die Bedingungen ab Aufgabenteil (b) sukzessiv kombiniert
werden, die Sprache fiir (d) soll also beispielsweise die Bedingungen von (b) und (c)
erfiillen.

(a) {(ab)™a(ba)™ : n € N}.
(b) Die Sprache aller Worter, die nicht mit einem a beginnen.

(¢) Zuséatzlich miissen die Worter mit einem b enden.

(e) Zusétzlich diirfen die Worter bb nicht enthalten.

)
)
(d) Zusétzlich miissen die Worter eine ungerade Anzahl von as haben.
)
(f) Sei L := L(ab*|a*b(a|b)*). Geben Sie drei Worter in L und drei Worter nicht in

L an.
Losungsskizze.
(a) (abab)*a (d) bb*a(ab*a|b)*b
(b) e[b(a]b)” (e) ba((b|e)a(b]|€)a)*d
(c) b|b(a|b)*b (f) a,ab,abb € L, £,aa,aaa ¢ L
AT-Aufgabe H2.2. (DFA-Konstruktion) keine Korrektur

Bearbeiten Sie die Aufgaben 2(a)-(n) (aufler (e)) auf Seite 88 des Buches Automata,
Computability and Complexity: Theory and Applications in Automata Tutor. Die Be-
schreibungen der Sprachen auf Deutsch kénnen Sie in Automata Tutor finden.

Aufgabe H2.3. (Potenzmengenkonstruktion)

Konvertieren Sie den folgenden NFA {iber dem Alphabet ¥ = {a,b} zu einem DFA,
indem Sie die Potenzmengenkonstruktion aus der Vorlesung verwenden.
Hinweis: Es geniigt, nur die vom Startzustand erreichbaren Zusténde zu konstruieren.
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Losungsskizze.

Aufgabe H2.4. (Sag a/)

Sei ¥ = {a,b} und sei N = (@, X, 0, qo, F) ein NFA {iber 3. Geben Sie einen NFA N’
fiir die Sprache {w € L(N) | |w|, > 1} aller Worter aus L(N), die mindestens ein a
enthalten, formal (als Tupel) an.

Hinweis: Sie diirfen (q,a,r) € 0 statt r € §(g, a) schreiben.

Lésungsskizze. Idee: Wir haben zwei Kopien von N, wobei a-Uberginge aus der ersten
Kopie in die zweite Kopie iibergehen. Der Startzustand ist der Startzustand der ersten
Kopie, die Endzustédnde sind die Endzustiande der zweiten Kopie.

Formal: N' := (Q', %, 4, q), F’) mit

Q ={q,2:qcQ}

0 = qo1

F':={gp:qeF}

8 :={(q1,b,71), (g2,b,72) : (q,b,7) € §}
U{(a1,a,12), (g2, a,72) : (¢,a,7) € 6}

Aufgabe H2.5. (Union of the States)

Sei ¥ :={a,...,z} und M = (Q, %, 4, qo, F') ein DFA iiber 3. Wir nennen M synchroni-
sierend, wenn es einen Zustand ¢ € @) gibt, sodass jeder Zustand nach Lesen des Wortes
theo in ¢ landet. Formal gilt also d(r, theo) = ¢ fir alle r € Q.

(a) Sei L := Y*{theo}, also die Sprache aller Worter, die auf theo enden. Beweisen
Sie, dass jeder synchronisierende DFA M alle oder keine Worter aus L akzeptiert,
d.h. L(M)NL € {0, L}. Gehen Sie dabei kleinschrittig vor und beziehen sich, wenn
moglich, auf die entsprechenden Definitionen.



Wir betrachtet nun auch NFAs. Einen NFA M = (Q, %, 0, qo, F') bezeichnen wir dem-
nach als synchronisierend, wenn es ein g € @ gibt, sodass 0({r},theo) = {q} fir jedes
r e Q gilt.

(b) Konstruieren Sie einen synchronisierenden NFA, der das Wort tumtheo akzeptiert,
aber 1lmutheo nicht. Begriinden Sie, wieso Thr NFA synchronisierend ist.

Update: Sie konnen diese Aufgabe nun auch in apotheosis l6sen.

Losungsskizze. (a) Sei M = (Q,%, 0, qo, F') ein beliebiger synchronisierender DFA, und
sei g der entsprechende Zustand, der immer nach Einlesen von theo erreicht wird. Sei
w € L ein Wort. Wir zeigen nun, dass w € L(M) genau dann gilt, wenn g € F. Da ¢
unabhéngig von w ist, werden entweder alle Wérter in L akzeptiert, oder keines.

Ein DFA akzeptiert ein Wort genau dann, wenn er nach dem Einlesen in einem Finalzu-
stand ist. Es gilt also w € L(M) < §(go, w) € F. Nach Definition von L kénnen wir w als
w = vtheo zerlegen. Nun gilt also S(Qo, w) = S(S(qo, v), theo) = ¢, wobei letzte Gleichung
aus der Definition von synchronisierenden DFAs folgt. Damit ist w € L(M) < q € F
gezeigt.

(b)

t
(OO (D)
J—’ t
Nach Lesen von t wird entweder genau {4} erreicht, oder {1,4}. Aus Zustand 4 kommt
man nach Lesen von heo genau nach {7}, wihrend Zustand 1 bereits nach Einlesen des

h keine Transition hat. Es gilt §({1},heo) = § und somit §({1,4},heo) = {7}.
(Es gibt eine kleinere Losung mit nur einem Zustand.)

Aufgabe H2.6. (Regez-Rekursion)

In den Ubungsaufgaben haben wir eine Funktion definiert, die fiir einen reguliren Aus-
druck r bestimmt, ob die Sprache L(r) unendlich viele Worter enthélt. Nun wollen wir
eine Funktion contains(a,r) definieren, die fiir einen Buchstaben a € ¥ und reguliren
Ausdruck r berechnet, ob a in jedem Wort aus L(r) vorkommt. Fiir alle w € L(r) soll
also gelten, dass (Ju,v € ¥*. w = wav) = P(w).

(a) Geben Sie eine rekursive Funktion an, indem Sie das folgende Gertist vervollstan-

digen.
o contains(a,0) = ... o contains(a,r*) = ...
o contains(a,e) = ... o contains(a,r1|r2) = ...
e contains(a,x) = ... o contains(a,r172) = ...

(b) Beweisen Sie die Korrektheit ihrer Funktion mit struktureller Induktion. Kenn-
zeichnen Sie dabei die Induktionshypothesen und deren Anwendungen deutlich.

Losungsskizze.
(a) e contains(a,®) = true

 contains(a, €) = false


https://apotheosis.model.in.tum.de/exercise?key=theopublic&id=1

e contains

(a,x) = (a=x)
« contains(a,r | r2) = contains(a, 1) A contains(a, r2)
« contains(a,r172) = contains(a, ;) V contains(a, ra)
e contains(a,r*) = false
(b) Fall r=0
Es gilt contains(a, @) = true <= Vw € L(0). P(w), da L(0) = 0.

Fall r =€
Wir haben L(r) = {¢} und contains(a,e) = false <= P(e) <= VYw €
L(e). P(w).

Fall r =x
Wenn a = x, dann gilt L(x) = {a} und wir haben
contains(a,x) <= true <= P(a) <= Yw € L(x). P(w).
Ansonsten haben wir

contains(a,x) <= false <= P(x) <= Vw € L(x). P(w),

da L(x) = {x}.

Fall r = s*
Dann gilt € € L(s*) und da P(e) = false, ist die Definition contains(a,r*) =
false korrekt.

Fall r =71 |7
Als Induktionshypothesen erhalten wir contains(a,r1) <= Yw € L(r1). P(w)
und contains(a, r2) <= Yw € L(rz). P(w). Damit haben wir

contains(a, 1 | ro) <= contains(a,r1) A contains(a, r3)
L2 (vw e L(ry). P(w)) A (Yw € L(ra). P(w))
<= Yw € L(r;) U L(re). P(w)
<= Yw € L(ry|rg). P(w).

Fall r = riry
Als Induktionshypothesen erhalten wir contains(a, 1) <= Vw € L(r1). P(w)
und contains(a, r2) <= Yw € L(rz). P(w).

Es gilt

contains(a, r17m2) <= contains(a,r1) V contains(a, 2)

L (vu e L(ry). P(uw) V (Vo € L(ry). P(v))
<= VYu € L(r1),v € L(rz). P(u) vV P(v)

& v e Lir), 0 € L(rs). P(uv)

<= Yw € L(rirz). P(w)

Nun zeigen wir noch, dass (x) gilt (dies konnte man auch als offensichtlich
annehmen). Seien u, v € ¥* beliebig. Wir zeigen nun P(u) V P(v) < P(uv).



,=" Falls P(u) gilt, folgern wir
(Fuy,ug. u = ujaug) = (Juy, ug. uv = ujaugv) = P(uv)
Falls P(v) gilt:
(Fvy,v2. v = v1ave) = (Jvy, ve. uv = uviave) = P(uv)

»<=" Es gilt P(uv) = (Jwy, ws. uv = wiaws), wir wihlen also wy, ws entspre-
chend. Es gilt |u| + |v] = |wi| + |wa| + 1 = |w1| > |u| V Jwa| > |v]. Falls
|wi| > |ul, dann folgt

wv = wijawy = (Jz. w = urawsz) = (Jz. v = rawy) = P(v)
Falls |wsa| > |v], dann folgt

wv = wjawy = (Jz. wv = wrazv) = (Jz. u = wiaz) = P(u)

Quizaufgabe H2.7. (Sparmafinahmen) keine Korrektur

Die Universitétsleitung zeigt sich entsetzt iiber die grofie Menge an Tinte, die in die
fettgedruckten Symbole € und @ in regulidren Ausdriicken flieBt. Deshalb wird angeordnet,
dass diese Symbole kiinftig — wenn moglich — vermieden werden. Jeder regulére Ausdruck
soll in eine der folgenden Formen gebracht werden:

(F1) r (F2) r|e (F3) € (F4) 0

Hierfiir ist r ein beliebiger reguliarer Ausdruck, der weder € noch @ enthélt.

Beruhigen Sie ihre verzweifelten Kollegen, indem Sie beweisen, dass jeder Ausdruck in
diese Form gebracht werden kann. Zeigen Sie, dass zu jedem regulidren Ausdruck 7’ ein
dquivalenter Ausdruck r existiert, der in einer der obigen Formen ist.

Hinweise: Sie kdnnen strukturelle Induktion verwenden. Sie diirfen ohne Beweis ver-
wenden, dass (r|€)* = r* fiir jeden regulidren Ausdruck r gilt.

Lésungsskizze. Wir zeigen die Aussage mithilfe von struktureller Induktion. Als Indukti-
onsbasis zeigen wir die Aussage also fiir alle atomaren regulidren Ausdriicke (d.h. fiir @, €
und jedes ¢ € X); fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aussage fiir zwei
beliebige regulire Ausdriicke 7, s gilt, und zeigen, dass sie auch fiir *, | s und rs gilt.
Induktionsbasis. @ ist bereits in (F4), € in (F3), und jedes Zeichen ¢ € ¥ ist in (F1).
Induktionsschritt. Seien ', s’ beliebige regulidre Ausdriicke, die jeweils einen dquivalent
regularen Ausdruck r, s in einer der obigen Formen besitzen.

r*: Wenn r = € oder » = @ (also (F3) oder (F4)), dann ist r* = €. Wenn r in (F1)
ist, so ist es auch r*. Wenn r in (F2) ist, dann gilt » = ¢ | € fiir einen reguldren
Ausdruck ¢ in (F1). Nach Hinweis gilt 7* = ¢*; und ¢* ist in (F1).

rs: Wenn r = ) oder s = @, dann ist rs = 0. Wenn r = €, dann ist rs = s, und s ist
bereits in (F1), (F2) oder (F3). Analog fiir s = €. Es bleiben 4 Fille:

2)
1. rund s in (F1): Dann ist rs auch in (F1).
2. rin (F1), sin (F2): Sei s = u|e. Es gilt rs = r(u|€) = ru|r, was in (F1) ist.
3. rin (F2), s in (F1): Analog zum vorherigen Fall.



4. r und s in (F2): Seien 7 = t|€ und s = u|e. Dann gilt rs = (t|€)(ue) =
(tu|t|u)|e, was in (F2) ist.

r|s: Da Vereinigung kommutativ ist, konnen wir ohne Beschréankung der Allgemeingiil-
tigkeit annehmen, dass r und s nach Formnummer sortiert sind. (Wenn z.B. 7 in
(F4) ist und s in (F3), dann tauschen wir sie; r hat also nie eine gréfiere Form als
s.) Wenn s = @ (also (F4)) dann ist 7|s = r, und r ist in einer der 4 Formen.
Folgende Falle bleiben tibrig:

1. 7 und s in (F1): Dann ist r | s auch in (F1).

2. rin (F1), sin (F2): Sei s = u|e. Es gilt r|s = (r|u) | €, was in (F2) ist.
3. rin (F1), s in (F3): Dann ist r | s bereits in (F2).
4

. rund sin (F2): Seien r =¢|e und s = u|e. Dann gilt r|s = (t|€) | (u]€) =
(t|u) €, was in (F2) ist.

5. r in (F2) oder (F3), s in (F3): Dann ist r|s = r, und r ist bereits in (F2)
oder (F3).

Knobelaufgabe H2.8. (Auf den Kopf gefallen)

Sei X # () und M = (Q, %, 0, qo, F') ein DFA, sodass der Automat M’ = (Q, %, ¢, qo, F),
den man erhéalt, wenn man alle Transitionen in M umdreht, auch ein DFA ist. Formal
gilt also &’(r, ¢) = ¢ fiir alle 6(q,c) = r. Zeigen Sie, dass L(M) unendlich oder leer ist.

Lésungsskizze. Wenn L(M) = () sind wir bereits fertig. Wir konnen also ein Wort w €
L(M) fixieren. Sei nun ¢ € X beliebig und ¢; := §(qo, we) der Zustand, der nach Einlesen
von wc erreicht wird. (Wir hiangen ¢ an, damit we # €.) Wir betrachten nun die Menge
S := {6(q1,v) : v € £*} der Zustéinde, die von ¢, aus erreicht werden kénnen. Nach
Definition muss also jede ausgehende Transition eines Zustands in S wieder zu einem
Zustand in S fithren. Es gibt |S| Zustdnde in S, von denen jeder genau |X| ausgehende
Transitionen hat. Insgesamt haben Zustinde in S also mindestens |S| - || eingehende
Transitionen.

Wenn ¢y ¢ S gelten wiirde, muss es aber noch eine zusétzliche Transition von einem
Zustand g ¢ S zu einem Zustand ¢’ € S geben (da ¢p nach Einlesen von w einen Zu-
stand in S erreicht). Dann hétten Zustdnde in S also mindestens |S| - |X| + 1 eingehende
Transitionen; demzufolge gébe es einen Zustand r € S mit mehr als |¥| eingehenden
Transitionen. Nach Umdrehen der Transitionen wire M dann kein DFA mehr, ein Wi-
derspruch.

Also gilt gg € S. Nach Definition von S ist gy somit von g aus erreichbar, es gibt
also ein Wort v mit 3(q1,’u) = o und somit S(QO,wcv) = qp. Da S(qo,w) € F, folgt
{wev}{w} C L; mithilfe von wcv # € ist L unendlich.

Alternative Losung: Angenommen 0 < |L(M)| < oo. Sei w € L(M) mit |w| ma-
ximal und sei pgy := 6 (go,w). Somit gilt pg € F. Wir fixieren ein a € ¥ und betrachten
die Folge (p;)ien, wobei p;j+1 := d(pi,a) fiir i« € N. Da @ endlich ist, gibt es i < j mit
pi; = pj. Wir wihlen nun solche i, j wobei ¢ minimal ist. Angenommen, 7 > 0. Dann gilt
d(pi—1,a) = p; = pj = d(pj—1,a). Dies ist ein Widerspruch: entweder p;_1 # p;—1 und
M'" wire kein DFA, oder p;—1 = pj—1 und ¢ wére nicht minimal. Also gilt ¢ = 0. Es folgt
5(qo, wa’) = d(po,a’) = pj = po € F = wa’ € L(M), und offensichtlich [wa’| > |w| da
j > =0. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von w und L(M) € {0, co}.



