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Bearbeitungshinweise

Diese Klausur umfasst 26 Seiten mit insgesamt 9 Aufgaben.
Bitte kontrollieren Sie jetzt, dass Sie eine vollstandige Angabe erhalten haben.

Die Gesamtpunktzahl in dieser Prifung betragt 60 Punkte.

Dies ist eine (leicht modifizierte) Version der Endterm-Priifung vom SS2020.
Sie missen lhre Klausur eingescannt bis 17:00:00 online auf TUMExam einreichen:

— Sie mlssen nur die von lhnen bearbeiteten Seiten und das unterschriebene Deckblatt hochladen.

— Achten Sie darauf, dass sowohl lhre Lé6sungen als auch die Barcodes klar lesbar sind.

— In begriindeten Fallen (wie z.B. bei technischen Problemen) kénnen Sie der Ubungsleitung bis 17:00:00
per Email (theoleitung@in.tum.de) ihre Klausur zukommen lassen, als PDF oder SHA256-Prifsumme.

Sie miUssen die Klausur alleine bearbeiten. Die Klausur ist open-book (Kofferklausur), allerdings dirfen
Sie in keinster Weise Unterstiitzung von anderen Personen erhalten oder diesen geben (in Person, Chat,
Foren, Diskussiongruppen, etc.). Eine solche Unterstitzung wird als Unterschleif bewertet und mit den
Konsequenzen, wie in der APSO beschrieben, geahndet.

Sie durfen jegliche Art von Literatur (auch im Internet) benutzen. Sollten Sie dabei auf Lésungsansatze
stoBen, die Sie fir die Klausur verwenden méchten, so missen Sie diese Teile klar und deutlich zitieren
(Literaturverweis bzw. Link). Die L6sung selber missen Sie dennoch weiterhin selbststandig in die Klausur
Ubertragen. Ihnen ensteht durch eine Zitation kein Nachteil.

Mit * gekennzeichnete Teilaufgaben sind ohne Kenntnis der Lésung vorheriger Teilaufgaben |dsbar.
Sie diirfen Ergebnisse vorheriger Teilaufgaben auch dann verwenden, wenn Sie diese nicht I6sen konnten.

Es werden nur solche Ergebnisse gewertet, bei denen der Lé6sungsweg erkennbar ist. Alle Aufgaben
sind grundsétzlich zu begriinden, sofern es in der jeweiligen Teilaufgabe nicht ausdrticklich anders vermerkt
ist.

Schreiben Sie weder mit roter noch gruner Farbe.
Ihre Losungen missen handschriftlich verfasst sein (digital oder auf Papier)!

Die natirlichen Zahlen N enthalten die 0.
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Aufgabe 1 Rekursive Prozedur (8.5 Punkte)

a)* Sei Z ein Alphabet. Geben Sie die Rekursionsgleichungen fir eine rekursive Prozedur contains(a, r) an, die flr
einen Buchstaben a € X und reguldren Ausdruck r berechnet, ob a in jedem Wort aus L(r) vorkommt. Es soll also
fir alle w € L(r) gelten, dass (Ju, v € 2*. w = vav) = P(w).

b) Beweisen Sie mit Hilfe von struktureller Induktion, dass ihre Prozedur korrekt ist. Sie diirfen dabei den Konkate-
nationsfall (d.h. r = ryr») weglassen. Kennzeichnen Sie dabei die Induktionshypothesen und deren Anwendungen
deutlich.
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Lésungsbox Aufgabe 1 b) fortlaufend
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c)* Angenommen wir erweitern die regularen Ausdriicke mit einem weiteren Konstruktor N, wobei wir L(ry N rp) =
L(ry) N L(r,) definieren. Zeigen Sie mit Induktion oder widerlegen Sie, dass die Rekursionsgleichung contains(a, ry N
I») = contains(a, ry) A contains(a, r») korrekt ist.
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Aufgabe 2 Myhill-Nerode-Aquivalenzklassen (9 Punkte)
Sei X = {a, b}. Wir betrachten den folgenden DFA M:

a)* Minimieren Sie den gegebenen DFA M. Geben Sie dazu die vollstdndige Minimierungstabelle nach Vorlesungs-
algorithmus an und zeichnen Sie den resultierenden DFA.

b) Geben Sie fur jeden Zustand des minimalen Automaten das Wort aus der entsprechenden Myhill-Nerode-
Aquivalenzklasse an, welches das kleinste im Hinblick auf die lexikographische Ordnung < ist (wobeie < a < b <
aa < ab < ---), d.h. kirzere vor langeren Wértern und punktweise a vor b.

¢)* Sei n die Anzahl der Zustande des von Ihnen in Teilaufgabe a) konstruierten Automaten. Zeigen oder widerlegen
Sie jeweils: Es gibt einen DFA M’ mit n Zustanden, L(M) = L(M’) und M’ besitzt

1. keine Schleife.
2. mindestens eine Schleife.

Als Schleife bezeichnen wir dabei Ubergange der Form 6(q, x) = g.

Lésungsbox Aufgabe 2 (Teilaufgabe bitte klar kennzeichnen)
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Lésungsbox Aufgabe 2 a)
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Lésungsbox Aufgabe 2 b)

Lésungsbox Aufgabe 2 c)
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Aufgabe 3 NFA — RegEx (7 Punkte)
Gegeben sei folgender Automat M = ({1, @2, 93,94}, {a, b}, 9, g1, {qz}):

—(a)——(%)

a)* Berechnen Sie einen reguldren Ausdruck o mit L(a) = L(M). Verwenden Sie dafiir das aus der Vorlesung
bekannte Verfahren zum L&sen eines Gleichungssystems mit Hilfe von Ardens Lemma.

b)* Folgt aus der Gleichung X = (aa | €)X | a dass X =(aa|e)*a ?
Beweisen Sie die Implikation oder geben Sie ein Gegenbeispiel an (mit kurzer Begriindung).
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Aufgabe 4 Pumping Lemma (7.5 Punkte)

a)* Ein RNA-Strang ist eine Kette von Nukleotiden, von denen es vier verschiedene, reprasentiert durch die
Buchstaben A, C, G und U gibt. Wir betrachten einen RNA-Strang also als ein Wort tber dem Alphabet ¥ =
{A,C,G,U}.

Dabei sind die Nukleotide A und U, sowie G und C, komplementar zueinander, was bedeutet, dass sie eine Verbin-
dung eingehen kdnnen. Wir nennen zwei Wérter w und w’ komplementar, wenn sie zeichenweise komplementér
sind. Genauer gesagt muss |w| = |[w’| gelten und flr jedes i mit 0 < i < |w| gelten, dass w; komplementar zu w; ist.
Ein RNA-Strang kann eine sogenannte Haarnadel Struktur bilden, wenn er sich in der Mitte in zwei komplementare
Teile falten lasst. Hier ein Beispiel fiir den Strang ACGCUCCAGCGU:

C

&)

Wie Sie am Beispiel erkennen kdnnen, missen die zwei Nukleotide genau in der Mitte des Strangs dabei nicht
komplementér zueinander sein.
Formal definieren wir die Sprache der RNA-Strénge die eine Haarnadel bilden kénnen als:

@
O

O @

L={uxyv|x,y € Z,u,v € Z*,u ist komplementar zu v}

Zeigen Sie, dass diese Sprache nicht regular ist, indem Sie einen Widerspruchsbeweis mit Hilfe des Pumping
Lemmas fuhren.

b)* Sei r = 1*011* ein regularer Ausdruck tiber dem Alphabet X = {0, 1}. Finden Sie die kleinste Zahl k, die eine

Pumping Lemma Zahl (Bezogen auf das Pumping Lemma fiir regulare Sprachen) fur L(r) ist. Begriinden Sie Ihre
Aussage formal.

Lésungsbox Aufgabe 4 (Teilaufgabe bitte klar kennzeichnen)
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Lésungsbox Aufgabe 4 a)
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Lésungsbox Aufgabe 4 b)
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Aufgabe 5 Harper Lee (7 Punkte)

Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G Uber dem Alphabet £ = {0, 1} mit Startsymbol Z und Produktionen
Z—10]2zZ|o1.

a)* Zeigen Sie L(G) C {w € ¥ | |w|y = |w|o} =: L formell per Induktion Uber die Erzeugung von Wértern w € L(G).
Erinnerung: |w|, bezeichnet die Anzahl der Vorkomnisse von a € Z in w.

b)* Zeigen oder widerlegen Sie L = L(G) formell.

Lésungsbox Aufgabe 5 a)

Lésungsbox Aufgabe 5 b)
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Aufgabe 6 Primitive Rekursion (3 Punkte)

Im SS21 haben wir primitive Rekursion nicht besprochen.
Somit ist diese Aufgabe im SS21 auch nicht relevant.

Zeigen Sie, dass die folgende Funktion test : N — N primitiv rekursiv ist:

test(n) = die niederwertigste Ziffer der Binardarstellung von n

wobei die Binérziffern 0 und 1 als natdrliche Zahlen interpretiert werden.

Sie dirfen bei der Definition von test das erweiterte Schema der primitiven Rekursion benutzen. Als Hilfsfunktionen
sind nur zugelassen: Konstanten (0, 1, 2, ...), und hdchstens eine weitere einstellige, ebenfalls mit dem erweiterten
Schema der primitiven Rekursion definierte Funktion. Sie diirfen keine weiteren Hilfsfunktionen definieren oder
benutzen.

Die Korrektheit Ihrer Konstruktion miissen Sie nicht beweisen.

Lésungsbox Aufgabe 6
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Aufgabe 7 PcP (2 Punkte)

Konstruieren Sie eine PCP Instanz | Gber dem Alphabet {0, 1} sodass:
+ | enthalt genau 3 verschiedene Paare,
* (10,01) € I, und
* | hat eine Lésung iy, io, i3, aber keine kiirzere Lésung.

Die Korrektheit ihrer Konstruktion miissen Sie nicht beweisen.

Lésungsbox Aufgabe 7
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Aufgabe 8 Picasso (9 Punkte)

Ein Malomat M ist &hnlich zu einer deterministischen Turingmaschine, besitzt allerdings anstatt eines unendlich
langen, eindimensionalen Bandes eine unendlich gro3e, zweidimensionale Leinwand und kann sich zusatzlich auf
und ab bewegen. Formal ist ein Malomat ein 4-Tupel (Q, T, ¢, qo), wobei

1. Q #0 die endliche Zustandsmenge,

2. T #( die endliche Farbpalette,

38.6:QxT— QxT x{t,—,1,+,N} die Ubergangsfunktion und
4. qo € Q der Startzustand ist.

Analog zu deterministischen Turingmaschinen kdnnen Malomaten auch graphisch als gelabelte Graphen dargestellt
werden (siehe Beispiel unten).

Ein Malomat erhalt als Eingabe eine voreingefarbte Leinwand. Diese lasst sich durch eine Funktion f: Z? — T
darstellen. Eine Konfiguration eines Malomats ist dann ein Tripel (g, p, f), wobei g € Q der aktuelle Zustand, p € 72
die aktuelle Position (des Kopfs/Pinsels) und f : Z2 — T die aktuelle Leinwand ist. Die Ubergangsrelation —, ist
dann wie folgt definiert: Falls é(q, f(x, y)) = (¢/, ¢, D), dann

/

(@, (x,y+1),f), falls D=t
(@, (x+1,y),f), fallsD=—
(@ y) 1) =m 4 (¢, (xy —1),F), fallsD=| ,
(@, (x—1,y),f), falls D=«
(q.,(x, ¥),f), falls D= N

/

q ’

wobei
F(x,y') = c, falls x=x"undy =y’
Y=\ fey), sonst '

Die Initialposition eines Malomats ist dabei stets der Ursprung (0, 0) € Z2. Beachten Sie: Malomaten sind fleiBige
Maler — sie halten formal gesehen namlich nie.

Betrachten Sie nun die Farbpalette I := {{J, B} (weif3 und schwarz) und die wei3e Eingabeleinwand f,, : Z2 — T, (x,y) — O

Wir sagen ein Malomat M malt ein Gemélde G C Z? falls M mit Farbpalette I' bei Eingabe f,,
1. jede beliebige, fixierte Position (x, y) € G nach endlich vielen Schritten schwarz einférbt,
2. keine schwarz eingefarbte Position jemals weil3 Gbermalt und
3. keine Position (x, y) € Z? \ G jemals schwarz einfarbt.

Beispiel: Der folgende Malomat malt das Gemalde N x {0}.

O/m—
u/n-

a)* Geben Sie einen Malomat graphisch an, der das Gemalde G; = {(—n, n) | n € N und n ist ungerade} malt. Ihr
Malomat darf maximal 5 Zustdnde benutzen. Beschreiben Sie ihre Idee dabei auch informell aber vollstéandig! Die
Korrektheit Ihrer Konstruktion missen Sie nicht beweisen.

b)* Geben Sie einen Malomat graphisch an, der das Gemélde G, = {(—i,i) | i € Z} malt. Inr Malomat darf
maximal 6 Zustdnde benutzen. Beschreiben Sie ihre Idee dabei auch informell aber vollstéandig! Die Korrektheit
Ihrer Konstruktion missen Sie nicht beweisen.
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Lésungsbox Aufgabe 8 a)
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Lésungsbox Aufgabe 8 b)
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Aufgabe 9 NP-Reduktion (7 Punkte)

Wir betrachten ein Entscheidungsproblem, in dem es darum geht, einen Studienplan zusammenzustellen. Dabei
mussen n Fachbereiche (durchnummeriert als 1, ..., n) abgedeckt werden. Wir kénnen aus m Fachern (1, ..., m)
auswahlen, wobei jedes Fach einer gewissen Teilmenge der Fachbereiche zugeordnet ist. Um dies darzustellen gibt
es firr jedes Fach i eine Menge B; C {1, ..., n}, die genau die Fachbereiche enthalt, denen das Fach zugeordnet ist.
Um einen validen Studienplan zu bilden, sollten wir fiir jeden Fachbereich mindestens ein Fach belegt haben, das
diesem zugeordnet ist. Wir diirfen insgesamt maximal k < m Facher belegen.

Formal sieht das Problem also so aus:

Problem sTuDIUM

Gegeben: n,m € N, Mengen By, ...,B, mit B; C {1,...,n}. Eink e Nmitk < m.

Zu entscheiden: Gibt es eine Teilmenge F C {1,...,m} mit |F| < k, sodass Vx € {1,...,n}. 3y € F. x € B,.

a)”* Zeigen Sie, dass STUDIUM € NP.

b)* Zeigen Sie, dass STUDIUM NP-schwer ist, indem Sie eine Reduktion von MENGENUBERDECKUNG (Siehe
Vorlesung Folie 400) angeben und deren Korrektheit formal beweisen.

Lésungsbox Aufgabe 9 (Teilaufgabe bitte klar kennzeichnen)
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Lésungsbox Aufgabe 9 a)

Lésungsbox Aufgabe 9 b)
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Lésungsbox Aufgabe 9 b) fortlaufend
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Zusétzlicher Platz fiir L6sungen. Markieren Sie deutlich die Zuordnung zur jeweiligen Teilaufgabe. Verges-
sen Sie nicht, ungiiltige Lésungen zu streichen.
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Zusétzlicher Platz fiir L6sungen. Markieren Sie deutlich die Zuordnung zur jeweiligen Teilaufgabe. Verges-
sen Sie nicht, ungiiltige Lésungen zu streichen.
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