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« Das Ubungsblatt ist in zwei Teile gegliedert: den Vorbereitungsteil, den Sie vor der
Ubung selbststiindig bearbeiten sollen, und den Ubungs-/Nachbereitungsteil, der
Aufgaben enthélt, die in der Ubung besprochen werden und von Ihnen anschliefend
zur Nachbereitung verwendet werden konnen.

e Das ist nicht das Hausaufgabenblatt! Die Hausaufgaben finden Sie auf einem se-
paraten Blatt.

Vorbereitung (— vor der Ubung selbstindig zu bearbeiten)

Individualaufgabe U2.1. (Wichtige Begriffe)

Uberpriifen Sie, dass Sie die folgenden Begriffe oder Notationen korrekt definieren kon-

nen.
e Reguldrer Ausdruck e Potenzmengenkonstruktion
e e-NFA o Produktkonstruktion
¢ Rechtslineare Grammatik o Strukturelle Induktion

Individualaufgabe U2.2. (Automata Tutor: Regulire Ausdriicke)

Losen Sie die Aufgaben U2.2 (a—g) auf Automata Tutor.! Beachten Sie, dass wir fiir
einen reguliren Ausdruck r das folgende Makro definieren: r+ = rr*,

Achtung: Fiir die Ubungsaufgaben haben Sie beliebig viele Versuche. Fiir die Aufgaben
in Hausaufgabe H2.1 nicht!

Individualaufgabe U2.3. (Konstruieren von NFAs mit Einschrinkungen)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen korrekt sind, und begriinden Sie Thre Behaup-
tung, indem Sie entweder ein Gegenbeispiel oder eine passende Konstruktion angeben.

Fir jeden NFA N = (Q,X%,6,qo, F) gibt es einen NFA N’ = (Q',%,d', ¢}, F’) mit
L(N)=L(N') und ...
(a) der Startzustand hat keine eingehenden Kanten.
(b) kein Endzustand hat eine ausgehende Kante.

(c) fiir jeden Zustand g gilt: alle eingehenden Kanten von ¢ sind mit demselben Zeichen
beschriftet.

(d) fiir jeden Zustand q gilt: alle ausgehenden Kanten von ¢ sind mit demselben Zeichen
beschriftet.

Zu dieser Aufgabe gibt es Video-Losungen: (a) (b) (c) (d)

"Wenn Sie Automata Tutor noch nicht verwendet haben, folgen Sie erst den Schritten in U1.2, um sich
richtig zu registrieren.


https://www7.in.tum.de/~esparza/
https://www.tum.de/
https://nicze.de/philipp/
https://martinhelfrich.de/
https://www.in.tum.de/i07/
https://www.in.tum.de/i07/lehre/ss21/theo/
https://automata-tutor.model.in.tum.de
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u2.3a
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u2.3b
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u2.3c
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u2.3d

Losungsskizze.

(a) Ja: Man erstellt vom Startzustand g eine Kopie ¢, die nur die ausgehenden Kanten
von o erbt. Danach wird ¢y zu einem normalen Zustand, wiahrend ¢, zu einem
Startzustand wird. Formal: N = (Q', 2, ¢, ¢, F'), wobei

. Q/:Qu{q6}7
e & =6U{(¢h,2,9): (q0,7,q) €5}
o FF=FU{q,:q € F}

(b) Nein: Betrachte einen NFA N fiir L = {¢,a}.

(c) Ja: man spaltet jeden Zustand ¢ € @ nach dem Buchstaben der eingehenden
Kanten auf, d.h. aus ¢ macht man die Zusténde (g, z) fiir jedes = € 3.

Danach setzt man &' ((¢,z),y, (¢',v)) := 6(q,y,¢).

Wird dabei der Startzustand aufgespalten, wihlt man einen beliebigen daraus her-
vorgehenden Zustand als neuen Startzustand.

(d) Nein: Betrachte einen NFA' N mit L(N) = {a,b} = X. Dann gilt §(qo,a) N F # ()
und §(qo, b) N F # 0.

Individualaufgabe U2.4. (Potenzmengenkonstruktion)

Mit |wl|; bezeichnen wir die Anzahl der Vorkommen des Buchstabens z € ¥ in w € ¥*.
Sei ¥ ={a,b,c}und L ={w e ¥* |Jz € X |w|, = 0}.

(a) Konstruieren Sie einen NFA N mit genau 4 Zustdnden und L(N) = L.

(b) Determinisieren Sie den NFA N aus (a) mittels der Potenzmengenkonstruktion,
um einen DFA M mit L(M) = L(N) zu erhalten.

Zu dieser Aufgabe gibt es Video-Losungen: (a) (b)

Losungsskizze.
(a) Der folgende NFA rét im initialen Zustand welche beiden Buchstaben im Wort
auftauchen:

a,b

a,b
a,c
@@
@
b,c

b,c

(b) Anwendung der Potenzmengenkonstruktion:


https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u2.4a
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u2.4b

Ubung und Nachbereitung

Fokusaufgabe U2.5. (RA — ¢-NFA — NFA — DFA)
Wir betrachten den reguldren Ausdruck r» =1(0]1)*|0.

(a) Konstruieren Sie fiir » mit dem Standardverfahren aus der Vorlesung einen e-NFA
A, so dass L(r) = L(A) gilt.

(b) Wandeln Sie diesen Automaten in einen dquivalenten NFA ohne e-Uberginge um.

(c) Konstruieren Sie durch Anwendung des Potenzmengenverfahrens einen DFA, der
die Sprache des Ausdrucks r akzeptiert.
Ubungsaufgabe U2.6. (Produktkonstruktion)

Konstruieren Sie einen DFA M mit L(M) = L(M;) N L(M3), indem Sie die Produkt-
konstruktion verwenden. Ist M minimal?

a b b
b
b a
a
g . -
a a,b
My My

Losungsskizze.



Der DFA M ist nicht minimal. Er akzeptiert die gleiche Sprache wie M;.

Ubungsaufgabe U2.7. (Teilwérter und reguldre Sprachen)

Ein Teilwort eines Wortes w ist ein zusammenhéngendes Wort in w. Wir definieren die
Menge aller Teilworter von w als L[w] := {w’ € £* : w enthélt w’}. Also gilt beispielswei-
se the, he,theo, e € |[theo], aber to,theoo ¢ |[theo]. Die Menge aller Worter, von denen
w ein Teilwort ist, ist dann entsprechend definiert als t{w] := {w’ € ¥* : w’ enthélt w};
z.B. thetheotee € 1[theo]. Wir erweitern dies auf Sprachen: Fiir eine beliebige Sprache
L C ¥*, definieren wir also [[L] := U,z w], und T[L] := Uyer, Tw].

Sei nun ¥ := {t, h,e,0} und L eine beliebige regulére Sprache.

(a) Geben Sie fiir |[theo] und 1[theo] einen e-NFA an.
(b) Zeigen Sie, dass |[L] regulér ist.
(¢c) Zeigen Sie, dass 1[L] regulér ist.

Losungsskizze.

(a) eNFA fur |[theo:

—@ OO ®—®

e-NFA fur t[theo]:

by by

e | Syt

h =
—@ @@ @) @) ®)
(b) Wenn L regulér ist, gibt es einen NFA N = (Q, X, 6, qo, F') der L akzeptiert und

bei dem jeder Zustand von gg erreichbar ist. Wir zeigen, dass es einen e-NFA N’
gibt, der |[L] akzeptiert, indem wir N modifizieren.

Idee: Da wir alle Teilworter akzeptieren wollen, muss es in N/ moglich sein, ein
Prafix zu iiberspringen. Dafiir fithren wir einen neuen Startzustand ein, der jeden
anderen Zustand mit einem e-Ubergang erreichen kann. Da auch ein beliebiges Suf-
fix geloscht werden darf, wird jeder Zustand in IV, der einen Endzustand erreichen
kann, akzeptierend.



Wir definieren also e-NFA N’ = (Q U {¢,}, %, ¢, g, F'). Dabei ist

&' =04 {(dh,€.q):q€Q}
F'z{qGQ:EIwéE*:g(q,w)ﬂF#@}

Wir miissen zeigen: L(N') = |[L].

C: Sei w € L(N'). Dann gibt es einen akzeptierenden Lauf ¢(giqa...qx in N'. Da
jeder Zustand in N und somit auch in N’ erreichbar ist, gibt es ein Wort
u € X*, so dass q; € g(qo,u). Per Definition von F’ gibt es auch ein Wort
v € ¥, so dass §(qr, v) N F # 0. Somit gilt, uwv € L(N). Aus w € |[uwv]
folgt dann w € |[L].

U

: Seiw € J[L]. Per Definition wissen wir, dass es u,v € ¥* gibt, sodass uwv € L.
Betrachte einen akzeptierenden Lauf fir wwv in N. Sei qi...qr der Teil des
Laufes, bei dem w eingelesen wird. Da in N von g; mit v akzeptiert werden
kann, ist g akzeptierend in N'. Dann ist ¢(qi...qx ein akzeptierender Lauf in
N’ und somit w € L(N’).

(¢) Wenn L reguldr ist, gibt es einen NFA N = (Q, X, d, qo, F'), der L akzeptiert. Wir
zeigen, dass es einen e-NFA N’ gibt, der 1[L] akzeptiert, indem wir N modifizieren.

Idee: Da wir alle Worter akzeptieren, die ein Wort aus L als Teilwort enthalten,
muss es in N/ moglich sein ein beliebiges Préfix, dann ein beliebiges Wort aus
L, und dann einen beliebiges Suffix zu lesen. Also fiigen wir einen neuen Start-
zustand ein, bei dem beliebige Zeichen gelesen werden kann. Dieser erreicht den
alten Startzustand mit einem e-Ubergang. Statt zu akzeptieren, haben alle in N
akzeptierenden Zustand einen e-Ubergang zum neuen Endzustand. In diesem wird
jedes Wort akzeptiert.

Wir definieren also e-NFA N’ = (Q U {¢(, g5}, 2,9, 40, {qs}). Dabei ist

&' =0 w{(q,z,q) | v € X} w{(q0,€6 )}
W{lg,6qr) | qe FY w{lgr,z,qr) | v €X}

Wir miissen zeigen: L(N') = 1[L].

C: Sei w € L(N'). Dann gibt es einen akzeptierenden Lauf fur w in N’. Nach
Konstruktion lésst sich der Lauf in drei Teile unterteilen: Im ersten Teil befin-
det sich N nur in Zustand g, bis er mit einem e-Ubergang nach ¢ iibergeht.
Im zweiten Teil befindet sich N’ nur in Zustanden von @, bis er mit einem
e-Ubergang von einem Zustand g € F nach qy iibergeht. Im letzten Teil be-
findet sich N’ nur in gy. Wir nennen die drei Teilworte von w, die in den
einzelnen Abschnitten eingelesen wurden, u,w’ und v. Da es moglich ist von
go beim Einlesen von w’ einen akzeptierenden Zustand ¢ zu erreichen, gilt
w' € L(N) = L. Da w = vw'v € Mw'], gilt somit w € 1[L].

U

: Sei w € 1[N], es gibt also u,w’,v € ¥* mit w = ww'v und w' € L. Wegen
L(N) = L gibt es einen akzeptierenden Lauf fir w’ in N. Somit gibt es einen
akzeptierenden Lauf fiir ww’v in N/, bei dem erst w in ¢, eingelesen wird,
dann folgt der Lauf fiir v’ aus N und danach wird v in ¢s eingelesen. Somit
gilt w € L(N').



