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e Diese Woche werden alle Aufgaben korrigiert.

e Wenn Sie einen Beweis aufstellen, von dem Sie wissen, das einzelne Schritte proble-
matisch oder unvollstdndig sind, merken Sie dies bitte in Ihrer Losung an, damit
wir das bei der Korrektur positiv beriicksichtigen kénnen.

Aufgabe H10.1. (Auf- und Ab) 0.54+0.54-0.54-0.54-0.5+0.5 Punkte

Wir betrachten folgende Eigenschaften: (1) abzdhlbar, (2) rekursiv aufzihlbar, (3) semi-
entscheidbar, und (4) entscheidbar. Geben Sie fiir jede der folgenden Mengen an, welche
der vier Eigenschaften erfiillt sind. Bitte beachten Sie, dass (2-4) nur auf Sprachen defi-
niert sind.

(a) 0

) 1

c) {we{0,..,9}: (0.w)p < %}

) {we{0,1}*: {1,10,111} N L(M,,) # 0}
)

(f) {w €{0,1}* : M, halt fiir ein v € {0,1}* in |v| Schritten}

Eine Begriindung ist nicht erforderlich. Fiir (c) verwenden wir die Notation aus H5.6.
Sie kénnen folgende Tabelle verwenden:

1) (2 3 @)
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

Losungsskizze.

1) (2) 3) ()
(@) x x x X
(b)
(c)| x x x X
(d)| x x x
(e)] x x x X
)| x x x
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Anmerkungen: (2) und (3) sind dquivalent. (c) Die Sprache kann man entscheiden,
indem man die Eingabe quadriert und iiberpriift, ob sie kleiner als % ist. (d) Fur ein
gegebenes w kann man M, auf 1, 10 und 111 gleichzeitig laufen lassen — wenn eine
dieser Eingaben terminiert, akzeptieren wir. (e) Die Ungleichung (7z — 31)? < 8 hat
keine ganzzahlige Losung, da das Polynom sein Minimum bei 4 < % < 5 annimmt, aber
(7-4—-31)2=9 und (75— 31)? = 16 beide groBer als 8 sind. Die Eigenschaft ist also
immer wahr. (f) Wir kénnen tiber alle Worter v iterieren und M,, jeweils fir |v| Schritte
simulieren, die Sprache ist also semi-entscheidbar. Aber nicht entscheidbar (man kann

von Hg reduzieren, indem man die Eingabe ignoriert).

Aufgabe H10.2. (Rote Zahlen schreiben) 342 Punkte

Heute ist , Tag der offenen Tiir“ in Theos Schule und Dora besucht ihn. Es geht um
Farbenzahlen, und besonders um die Farbe Rot. Theo hat leider letzte Woche nicht so
gut aufgepasst, da er damit beschéftigt war, die Sandkdrner in seinem Sandkasten zu
zéhlen. Er kann sich nur noch daran erinnern, dass eine Zahl genau dann rot ist, wenn
ihr grofiter echter Teiler rot ist. Was aber mit Zahlen passiert, die keine echten Teiler
haben, weifl er nicht. Dora moéchte ihm helfen, hat aber in der Kindergartenvorlesung
bisher nur gelernt, welche Primzahlen rot sind. Kénnen Dora und Theo zusammen die
gestellten Aufgaben 16sen?

Sei R C N>9 die Menge der roten Zahlen, und P die Menge der Primzahlen. Zur
Erinnerung: Fiir z,y € N> sagen wir ,x ist ein Teiler von y“, oder x | y, wenn es ein
k € N mit xk = y gibt. Wenn zuséatzlich 1 < x < y, dann ist x ein echter Teiler von y.
Falls = der grofite echte Teiler von y ist, gilt also y € R < x € R.

(a) Theo mochte sich ein Verfahren ausdenken, mit dem er die Aufgaben l6sen kann.
Schreiben Sie also ein WHILE-Programm, das die charakteristische Funktion xgr
berechnet (siehe Definition 5.28). Verwenden Sie den zusétzlichen Befehl dora; nach
Ausfithrung von dora wird xg auf 1 gesetzt, falls z; € RN P, sonst auf 0. Erklaren
Sie ihren Ansatz in natiirlicher Sprache.

Sie diirfen alle Makros aus der Vorlesung verwenden, sowie eigene definieren. Fiir
eine beliebige entscheidbare Menge M und Variablennamen z,y diirfen Sie zudem
x =y € M als Makro schreiben, das x auf x/(y) setzt. Sie diirfen auch x :=y ¢ M
verwenden, mit analoger Bedeutung.

(b) Zeigen Sie, dass R reduzierbar auf R N P ist, indem sie eine berechenbare, totale
Funktion f: N — N angeben, sodass x € R < f(x) € RN P fir jedes = € N gilt.

Lésungsskizze. (a) Jede Zahl x1 € N>o ist entweder eine Primzahl, oder besitzt einen
echten Teiler. Solange z; also keine Primzahl ist, ersetzten wir es durch seinen gréfiten
Teiler. Dies beeinflusst nicht, ob x1 € R. Danach kénnen wir einfach dora aufrufen.

Um uns das Leben leichter zu machen, definieren wir das Makro while = > n do S end
flir Variablennamen z, n € N und Programm S als

s:=x—n
while s # 0 do
S
s:=x—n
end

Hier ist s eine temporare Variable, die nirgendwo sonst verwendet wird. Unser Programm
ist nun



s:=x1 ¢ PU{0,1}

while s # 0 do
z:=x1—1
while z > 1 do

t:= x1 MOD 2
if t =0 then
xr1 =z
z:=0
end
z:=z—-1
end
s:=x1¢P
end
dora

(b) Eine einfache Losung ist, f als die Funktion zu definieren, die von dem WHILE-
Programm aus (a) ausgerechnet wird, wenn man die letzte Zeile (mit dem dora Befehl),
ersetzt durch zg := x1. Dann ist f offensichtlich berechenbar. Auflerdem ist f total, da
das Programm immer terminiert (die innere Schleife kann fiir hochstens z Iterationen
laufen, die duBlere hochstens fiir 7). Da das urspriingliche Programm (mit dem dora-
Befehl) die Funktion xpr berechnet, muss das modifizierte Programm eine Funktion f
berechnen, die x € R < f(z) € RN P erfillt.

Als alternative Losung kénnen wir uns tiberlegen, was genau das wiederholte Berech-
nen des grofiten echten Teilers bewirkt. Sei z € N>o beliebig, und y, z jeweils der kleinste
und der grofite echte Teiler von x. Wir behauptet nun yz = x. Dies ist dquivalent zu
z = x/y. Da y ein Teiler von zx ist, gilt z/y € N, und da (z/y) -y = « ist z/y auch
ein Teiler von z. Falls es einen kleineren Teiler gébe, also z < z/y, dann wére x/z auch
ein Teiler von z, und x/z > z/(x/y) = y. Aber y ist der grofite Teiler, dies ist also ein
Widerspruch und z/y = z (und somit unsere Behauptung) gilt.

Nun ist z notwendigerweise eine Primzahl (sonst gébe es einen kleineren echten Teiler),
und zwar die kleinste Primzahl, die x teilt. Wenn wir x als Produkt von Primzahlen
schreiben (nach Grofe sortiert), also = pi-g-... - py fiir p1,...,pr € P mit p; < pg <

. < pg, dann ist z = p; und y = po - ... - pg. Nun lédsst sich leicht sehen, dass die
wiederholte Anwendung dieses Prozesses py als Ergebnis hat, also die groite Primzahl,
die x teilt.

Wir definieren unsere Reduktionsfunktion f : N — N nun wie folgt:

£ x fir z € PU{0,1}
x) =
max{y € P:y |z} sonst

Aufgabe H10.3. (Semi-Entscheidbarkeit) 2 Punkte
Sei ¥ := {0, 1}. Zeigen Sie, dass die Sprache L, definiert als

{w € ¥* : M,, hélt fur zwei unterschiedliche Eingaben in gleich vielen Schritten},

semi-entscheidbar ist. Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass es berechenbare, surjektive
Funktionen ¢ : N — ¥* und h : N — N¥ gibt, fiir beliebiges k € N.



Hinweise: Es ist nicht notwendig (und oft unerwiinscht), eine TM formal prézise
anzugeben. Achten Sie jedoch darauf, Thre Idee genau zu schildern, sodass einem Leser
klar ist, wie eine entsprechende TM auszusehen hatte.

Losungsskizze. Sei w € ¥* beliebig. Wir schreiben M,,[v|{n fiir M, hilt fir Eingabe v
in n Schritten. Nun kénnen w € L aquivalent schreiben als

A(u,v,n) €X* X X* X N: w#v und My[ulln und M, [v]in

Gegeben u, v, n lassen sich M, [u]ln und M, [v]n leicht {iberpriifen, indem man M, auf
der entsprechenden Eingabe fiir n Schritte simuliert. Unser Programm ist also
for all (u,v,n) € ¥* x ¥* x N
if u# v A Myluldn A My[v]in return

Es verbleibt noch, zu argumentieren, dass wir tiber alle Elemente ¥* x ¥* x N iterieren
konnen. Es geniigt, eine surjektive, berechenbare Funktion f : N — ¥* x ¥* x N zu
finden: diese konstruieren wir als f(n) := (g(h1(n)), g(ha(n)), hs(n)), wobei g, h wie in
der Aufgabenstellung definiert sind, mit k := 3.

Aufgabe H10.4. (Alle Register ziehen) 0.5+0.5+1 Punkte

Als es gerade den Oeehthto-Giirtel umrundet, wird Tyx’Hxli E’Oozrts Raumschiff von
Piraten — gefithrt vom beriichtigten Dokh’Toa Ivl’Zpaasa — angegriffen. Tyx kann zwar
gerade noch entflichen, steht aber nun vor einem neuen Problem: Sein Bordcomputer
wurde schwer beschddigt und fast alle Speicherbidnke wurden zerstért. Ohne dessen Re-
chenkapazitdt kann Tyx aber unmoglich die quantenstatischen absolutitatstheoretischen
Berechnungen ausfiihren, die fir einen Hyperraumsprung notwendig sind. Kénnen Sie
Tyx helfen?

Unser Ziel ist es, mit einem GOTO-Programm, das nur auf die Variablen zg und
zugreifen darf, ein beliebiges Programm zu simulieren. Wir definieren also die Tyx-GOTO-
Programme als die GOTO-Programme, die nur die Variablen xg und x; verwenden.

(a) Beschreiben Sie, wie Sie Zahlen yi, ..., yr € N iiber eine einzelne Zahl x darstellen
koénnen. Geben Sie also eine berechenbare, injektive Funktion f : N¥ — N an, und
beschreiben sie, wie sich f(yi,...,yx) verdndert, wenn sie einzelne Komponenten
von (Y1, ..., yx) inkrementieren oder dekrementieren.

(b) Implementieren Sie nun ein Tyx-GOTO Makro fiir y; := y; +n, mit i € {1, ..., k} und
n € Z. Wenn vorher o = 0 und =1 = f(y1, ..., yx) gilt (fir y1, ..., yx € N), soll nach
der Ausfithrung z¢o = 0 und z; = f(y1, ..., ¥i—1, max{y; + n,0}, Yi+1, ..., yx) gelten.

(c) Zeigen Sie, dass das allgemeine Halteproblem fiir Tyx-GOTO Programme unent-
scheidbar ist, also die Sprache

L :={P+#i: P,i € {0,1}* A P ist Tyx-GOTO Programm und hélt auf (i)}
Liosungsskizze. (a) Seien py, ..., px die ersten k Primzahlen. Dann definieren wir f als
F s o) = P g

Es ist klar, dass f berechenbar ist. Da die Primfaktorzerlegung einer Zahl eindeutig ist,
ist f injektiv. Wenn wir y; inkrementieren (bzw. dekrementieren) miissen wir f mit p;
multiplizieren (bzw. durch p; teilen).



(b) Vorab implementieren wir ein Makro fur z; := 0:

loop: if z; = 0 goto end
T, =x; — 1
goto loop

end: xg := xg

Wir implementieren das Makro fiir die Spezialfille n = +1, die iibrigen Félle erhélt
man, indem man wiederholt inkrementiert bzw. dekrementiert. Fiir n = 1 miissen wir
x1 einfach mit der Konstanten p; multiplizieren.

loop: 1 :=x1 — 1
if 1 =0 goto end
Zo 1= Zo + pi
goto loop
end: x1 := x¢
zg:=0

Fir n = —1 ist das Vorgehen etwas komplizierter. Hier miissen wir iiberpriifen, ob x;
durch p; teilbar ist. Falls dies nicht der Fall ist, gehen wir zu fail und machen so die
vorherigen Verdnderungen riickgingig.

loop: if 1 =1 goto fail

if x1 =p; — 1 goto fail
Tl =21 —Pi
if x1 =0 goto end
Ty :=x0+1
goto loop

end: x1 1= g
x0:=0
goto done

fail: z1 ;== z1 + p;
o = Xy — 1
if zg = 0 goto done
goto fail

done: zg := xg

(c) Wir wollen zunéchst ein Makro iszero(y;) implementieren. Wenn vorher xy = 0 und
x1 = f(y1,...,yr) gilt (fir y1,...,yx € N), soll nach der Ausfilhrung xy auf 1 gesetzt
werden, falls y; = 0, sonst auf 0. Dafiir miissen wir nur unser Programm fiir n = —1 aus
(b) leicht anpassen:

loop: if 1 =1 goto fail

if 1 = p; — 1 goto fail

X1 : =1 —Pi



if 1 =0 goto end

To:=x9+ 1

goto loop
end: x1 := x¢

o i — 0

Yi=yi+1

goto done

fail: z1 ;= z1 + p;
To:=xg— 1
if x9 = 0 goto zero
goto fail
zero: xg =1
done: xg := xg

Abhéngig davon, ob wir in fail oder done landen, setzten wir xy. (Wir verwenden xg := 1
als Makro fiir zg := 0; x¢ := x¢ + 1.) Im letzteren Fall miissen wir auflerdem die Veran-
derung an z; rickgidngig machen. Nun kénnen wir ein Makro fiir ,,if y; = 0 goto M*“
implementieren:

iszero(y;)
if g = 0 goto skip
zo:=0
goto M
skip: xg := xg

Um beliebige GOTO-Programme simulieren zu koénnen, implementieren wir y; := y; fiir
j # i als Makro. Hierfiir ist y; eine temporédre Variable, die sonst nicht verwendet wird.

drain: if y; = 0 goto flood

Yk =y +1
yj =y —1
goto drain
flood: if y; = 0 goto done

Yk =y — 1
Yi =y + 1
Yj =y + 1
goto flood

done: zg := x
Schliefllich benétigen wir noch ein Makro fiir ,,if y; = n goto M*“:
Yp =y — (n—1)
if y = 0 goto skip
Uk =Yk — 1
if yp =0 goto M
skip: xg := xg
Nun kénnen wir beliebige GOTO-Programme simulieren. Wir zeigen, dass L unent-
scheidbar ist, indem wir vom Halteproblem auf leerem Band, Hg, reduzieren. Sei w €



{0,1}* also beliebig. Mir der Prozedur aus der Vorlesung konvertieren wir M, in ein
GOTO-Programm P. Insbesondere terminiert P auf Eingabe 0 genau dann, wenn M,, auf
leerem Band hélt. Wir ersetzen nun jede Variable z; in P durch y; und erhalten P’. Dies
konvertieren wir nun mit obigen Makros zu einem Tyx-GOTO Programm P”. Wenn wir
P” mit Eingabe x1 := 1 laufen lassen, simuliert es P’ auf Eingabe y1 = y2 = ... =y = 0,
und terminiert also genau dann, wenn M, auf leerem Band hélt.

Somit haben wir Hy auf L reduziert. Da Hy unentscheidbar ist, ist es auch L.



