Prof. Javier Esparza Technische Universitat Miinchen
Philipp Czerner, Martin Helfrich Lehrstuhl fiir Theoretische Informatik

Einfiihrung in die Theoretische Informatik
Sommersemester 2021 — Hausaufgabenblatt 7

¢ Diese Woche werden alle Aufgaben korrigiert.

e Wenn Sie einen Beweis aufstellen, von dem Sie wissen, das einzelne Schritte proble-
matisch oder unvollstdndig sind, merken Sie dies bitte in Ihrer Losung an, damit
wir das bei der Korrektur positiv beriicksichtigen kénnen.

Aufgabe H7.1. (AT) 0.5+0.5+0.5+0.5+1+41 Punkte

Diese Hausaufgabe wird mit Automata Tutor bearbeitet und abgegeben. Falls Sie es
noch nicht bereits gemacht haben, folgen Sie den Schritten in U1.2, um ein Konto zu
erstellen. Achten Sie darauf, dass Sie sich, wie dort beschrieben, mit Ihrer TUM-Kennung
anmelden. Ansonsten kénnen wir Ihnen die Punkte nicht gutschreiben.

Bearbeiten Sie die Hausaufgaben H7.1 (a—f). Achtung: Wéhrend Sie fiir die Aufga-
ben aus dem Ubungsblatt beliebig viele Versuche hatten, haben Sie fiir jede Hausaufgabe
nur 5 Versuche. Sie bekommen nur dann einen Punkt, wenn Sie die Aufgabe nach 5 Ver-
suchen vollstédndig (also mit 10/10 Punkten) gelost haben. Bei den PDA construction
Aufgaben darf ihr konstruierter PDA nicht zu viele Zusténde haben (siehe Aufgabenstel-
lung). Wenn Sie einen e-Ubergang angeben wollen, geben Sie statt e bitte E ein (siehe
Hinweisbox tiber Canvas). Die Simulation bei PDAs ist deaktiviert. Bitte wundern Sie
sich nicht, dass bei einem Klick auf Start Simulation nichts passiert.
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Aufgabe H7.2. (Wiirze € Kiirze) 242 Punkte

Der kleine Theodor muss morgen in der Schule einen Grammatiktest schreiben. Eigent-
lich sollte er lernen, aber er wiirde viel lieber den Bliimchen beim Wachsen zuschauen.
Die Grammatik hat er sich auch schon aufgeschrieben, aber leider passt sie nicht auf
seinen Spickzettel. Kénnen Sie Thre moralischen Bedenken iiberwinden und ihn dabei

unterstiitzen?
Die Grammatik G sei {iber die folgenden Produktionen gegeben:

S—SS|AD|DB|T  E — aABb|bBAa | EabU

A — aT | aaD T — S| ETb|aAU | ¢
B —Ub| BB U— WDW | aEb | aU
C—aV|e W — aB | VAUb | bW a
D— Sb|b V — aSb | ab

(a) Eliminieren Sie alle unniitzen Symbole aus G mit den aus der Vorlesung bekannten
Verfahren. Geben Sie ihren Rechenweg an.

(b) Leider ist G noch nicht klein genug. Geben Sie eine Grammatik G’ mit L(G’) =
L(G) an, die hochstens zwei Produktionen enthélt. Beschreiben Sie ihr Vorgehen.

Losungsskizze. (a) Zuerst berechnen wir die Menge der erzeugenden Symbole. Jede Zeile



entspricht hierbei einem Schritt der Induktion aus Satz 4.37.

{a, b}
u{C,D,T,V}
U{4,S}

uo

Hier ist die Induktion (bzw. der Fixpunktalgorithmus) also abgeschlossen, und wir er-
halten folgende Grammatik:

S—SS|AD|T D— Sb|b
A — aT | aaD T—S|e
C—aVle V —aSb|ab

Nun bestimmen wir die Symbole, die erreichbar sind, induktiv nach Satz 4.40.

{5}
U{A,D,T}
uo

Schliellich ergibt sich die folgende Grammatik.

S—SS|AD|T D — Sb|b
A — aT | aaD T—S|e

(b) Zuerst eliminieren wir 7', da offensichtlich 7" und S dquivalent sind.

S —SS|AD |e D—Sb|b
A—aS|aaD|a

Die Produktionen von D lassen sich einsetzen.

S — SS|ASb| Ab | e
A — aS|aaSb|aab|a

Ebenso die von A.
S — SS|aSSbh | aaSbSb | aabSh | aSb | aaSbb | aabb | ab | &

Die Produktionen S — aSSb|aaSbSh|aabSb|aaSbb|aabb|ab lassen sich nun entfernen,
da man jeweils die rechte Seite auch in folgender Grammatik ableiten kann.

S — SS|aSb|e

Diese Grammatik erzeugt genau die balancierten Klammerworter (mit a als 6ffnende
und b als schlieende Klammer), wie aus der Vorlesung (Beispiel 4.10) bekannt. Dafiir
kénnen wir aber auch eine kleinere Grammatik angeben:

S — aSbS | e



Aufgabe H7.3. (Hochstaplerei) 143 Punkte

Dora ist witend. Ihr Kindergartenrivalin, Eva Pirsalz, behauptet einen grofieren Bau-
steinturm als Dora gebaut zu haben. Aber als Dora sich den Turm anschauen wollte,
war er nicht mehr da — Eva behauptet, sie hat ihn schon wieder abgebaut. Dora will der
Sache auf den Grund gehen, und besorgt sich eine Kopie von Evas Labortagebuch. Da
muss fiir jeden Baustein jeweils vermerkt sein, wann der er aus der Bausteinbox geholt
wurde, wann er verbaut wurde, und wann er wieder zuriickgelegt wurde.

Die Eintrage werden mit dem Alphabet ¥ := {g,v, 2z} notiert. In Doras Labortage-
buch steht z.B. das Protokoll ggvgvvzgvzzz. Ein Baustein muss immer zuerst geholt,
dann verbaut, und dann zuriickgegeben werden. Das Protokoll gvvgzz wére also nicht
giltig, da hier ein Stein verbaut wurde, bevor er geholt wurde. Ebenso wire ggvguvzz
nicht in Ordnung, da einer der Steine nicht zuriickgegeben wurde, oder gz, da einer der
Steine nicht verbaut wurde. Sei L := {w € ¥* : w ist giiltiges Protokoll}. Um Eva zu
iiberfithren, will Dora nun einen Kellerautomaten bauen, der jedes Protokoll in Evas
Labortagebuch tiberpriift.

(a) Zeigen Sie, dass L nicht kontextfrei ist und es somit keinen Kellerautomaten fiir L
gibt.

Dora ist enttduscht, hat aber noch eine Idee: Fiir Ihre Zwecke ware es genauso gut, einen
Kellerautomaten zu haben, der die ungiiltigen Protokolle akzeptiert.

(b) Konstruieren Sie einen Kellerautomaten fiir L und beschreiben Sie die Idee hinter
Threr Konstruktion.

Hinweis: Bitte beachten Sie die Anmerkungen zur Notation von Kellerautomaten
auf Ubungsblatt 7.

Losungsskizze. (a) Angenommen, L wére kontextfrei. Dann kénnen wir das Pumping-
Lemma, fiir kontextfreie Sprachen anwenden.

Sei n € N PL-Zahl. Wir wiahlen das Wort r := g"v"2". (Wir bezeichnen dies meist als
z, das wére hier aber ungiinstig, da im Alphabet ¥. Also wahlen wir r statt z fiir den
Namen des Wortes, und f statt v fir den zweiten Teil der Zerlegung.)

Sei u fwxy eine Zerlegung unseres Wortes mit |fwz| < n und fx # . Wir betrachten
die folgenden Falle:

o |fz|, = 0: Wir pumpen also kein z. Wir pumpen ab, betrachten also das Wort
r" = ufOwa®y = uwy. Da fx # ¢, haben wir zumindest ein g oder ein f entfernt.
Daher gilt ||, < ||, oder ||, < |r'|.. Das heifit, ein Stein wurde zuriickgegeben
bevor er geholt oder verbaut wurde. Daher ist in beiden Féllen das Wort 7’ ¢ L.

o |fx|, > 0: Aufgrund der Form unseres Wortes und | fwz| < n gilt also | fwz|, = 0.
Wir pumpen 2-mal, betrachten also 7’ := uf?wz?y. Es gilt ||, =n <n+|fz|, =
|| .. In v’ wurde daher ein Stein zuriickgegeben, bevor er geholt wurde, und " ¢ L.

(b) Um zu iiberpriifen, dass ein Wort in L enthalten ist, konnen wir folgendermafien
vorgehen: Wir gehen das Wort Zeichen fiir Zeichen durch, und merken uns stets die
Anzahl der Steine die wir geholt, aber nicht verbaut haben, und die der Steine, die wir
verbaut, aber nicht zuriickgelegt haben. (Erstere Zahl nennen wir A, und letztere B.)
Keine dieser Zahlen darf negativ werden, und am Ende miissen beide 0 sein. Mit einem
Kellerautomaten kann man dies nicht tiberprifen, da er sich nur eine dieser Zahlen
merken kann. Aber: Falls das Wort nicht in der Sprache ist, muss also einer dieser



Zéhler negativ werden oder nicht auf 0 enden. Dies kénnen wir iiberpriifen, indem wir
den Nichtdeterminismus ausnutzen.

g,I'JAT
v,Ale

Z,F/F ’U,ZO/ZO
e, Ale

- O

¢ e,B/e

g,T/T z, Zo/Zo
v,T'/BT

z,B/e

(Der PDA verwendet die auf Ubungsblatt 8 eingefiihrte Kurznotation.) Zuerst entschei-
det sich der Automat, ob er A oder B iiberpriift. Wir betrachten nun den Fall, dass der
Automat A iiberpriift, das Vorgehen fiir B ist analog. Anfangs setzten wir den Zahler
auf 1, indem er ein A auf den Stapel legt. Danach liest er das Wort ein. Jedes g legt
ein weiteres A auf den Stapel, jedes v nimmt eines herunter. Es gibt zwei Mdoglichkeiten,
wie das Wort inkorrekt sein konnte: (1) Der Zahler erreicht zwischendurch die Zahl 0 (es
wurde also ein Stein verbaut, der nicht geholt wurde). (2) Der Zahler endet nicht bei 1
(es wurden nicht alle Steine verbaut).

Im Fall (1) geht der Automat zu Zustand 4 iiber, und kann dort den Rest des Wortes
akzeptieren. (Umgekehrt kann man Zustand 4 auch nur in Fall (1) erreichen.) Bei (2)
miissen am Ende des Wortes zwei A auf dem Stapel liegen (der Zahler ist also mindestens
2) — hier gehen wir nach 3, von wo aus keine weiteren Zeichen mehr eingelesen werden
koénnen. Auch hier gilt die Umkehrung: wir kénnen nur nach 3 gehen, wenn wir am Ende
des Wortes sind und mindestens zwei A auf dem Stapel liegen.

Bonusaufgabe H7.4. 2 Bonuspunkte

Implementieren Sie ein Programm, das beliebige theoLISP Programme ausfithren kann
(wie in Aufgabe H6.3 definiert). Fiithren Sie so das (korrigierte) Programm aus Aufga-
be H6.4 aus und geben Sie das Ergebnis an.

Hinweise: Es ist sinnvoll, hierzu Ihre Losung von Aufgabe H6.4 zu erweitern. Alter-
nativ konnen Sie auch auf der Musterlosung aufbauen, diese finden sie hier, zusammen
mit dem korrigierten Programm aus Aufgabe H6.4. Beachten Sie bitte auch die Beispiel-
programme zu Aufgabe H6.3 (diese sind hier zu finden), fiir die die korrekten Ausgaben
jeweils angegeben sind.

Wie immer: Beschreiben Sie bitte Thren Ansatz in natirlicher Sprache und illustrie-
ren die wesentlichen Schritte Threr Losung mit geeigneten Codefragmenten. Sie kénnen
(mtssen aber nicht), Threr Losung Thren vollstandigen Programmecode beifiigen, jedoch
steht es den Korrektoren frei, diesen zu ignorieren. Beschrénken Sie sich in Threr Imple-
mentierung auf grundlegende Funktionalitdten verbreiteter Programmiersprachen.

Es geniigt zu beschreiben, wie Sie ihren Recogniser (oder den der Musterlosung) an-
passen. Sie missen nicht erneut beschreiben, wie dieser funktioniert.


https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/ex/h6.4-solution.zip?key=SVWyz7A6
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Knobelaufgabe: Wenn Sie herausfinden, was das Programm tatséchlich ausrechnet
(fiir beliebige Eingaben n), konnen Sie gerne eine E-Mail an Philipp Czerner schicken.

Liosungsskizze. Zuerst andern wir unseren Recogniser, sodass er eine verschachtelte Liste
mit dem Programminhalt zuriickgibt. Fir das Programm

((while x ()) (set x (add 42 7)))
erhalten wir z.B.
[[’while’,’x’,[]],[’set’,’x’?,[’add’, 42, 7]]]

Die Liste entspricht also exakt der S-Expression; Zahlen sind als Zahlen représentiert,
und alles andere als String. In unserem Parser haben wir bereits fiir jede Variable eine
Funktion, die diese Variable einliest — wir miissen die Funktion nun so anpassen, dass
sie eine entsprechende Liste zuriickgibt. Beispiel:

def Zahl():
r = )
assert code[0].isdigit()
while code[0].isdigit(): r += code[0]; eat(code[0])
return int(r)

Hier wird eine Zahl eingelesen und zu einem Integer konvertiert. Die meisten dieser
Funktionen arbeiten rekursiv:

def Term():
if eat_maybe(’(’): r = Arith(); eat(’)’); return r
elif code[0].isdigit(): return Zahl()
elif codel0].isalpha(): return Var()
else: assert False
def Arith():

rl = 0pO; eat(C ?)
r2 = Term(); eat(’ )
r3 = Term()

return [rl, r2, r3]

def While():
eat(’while’); eat(’ ?)
r2 = Term(); eat(’ ?)
r3 = S()
return [’while’, r2, r3]

Das Vorgehen ist stets das gleiche, die anderen Funktionen sind deshalb hier nicht gezeigt.
Nun kénnen wir das Programm einlesen.

program = SQ)

Um das Programm dann auszufiihren, gehen wir wieder rekursiv vor. Wir erstellen
drei Funktionen: run, um eine Liste an Befehlen auszufiihren; run_single, fiir einen
einzelnen Befehl, und calc, um den Wert eines arithmetischen Ausdrucks zu ermitteln.
Die Implementation von run ist leicht.


mailto:czerner@in.tum.de

def run(program):
for i in program: run_single(i)

Um calc zu implementieren, miissen wir uns den aktuellen Wert aller Variablen merken.
Hierzu verwenden wir ein globales Dictionary.

variables = {}
def calc(E):
if isinstance(E, int): return E
elif isinstance(E, str): return variables.get(E, 0)

elif E[0] == ’add’: return calc(E[1]) + calc(E[2])
elif E[0] == ’mul’: return calc(E[1]) * calc(E[2])
elif E[0] == ’sub’: return calc(E[1]) - calc(E[2])

Beachten Sie, dass wir fiir Variablen, denen bisher kein Wert zugewiesen wurde, den
Wert 0 verwenden. Schliefllich implementieren wir run_single, unter Verwendung der
beiden vorherigen Funktionen.

def run_single(P):
if P[0] == ’if’:
if calc(P[1]) > 0: run(P[2])

else: run(P[3])
elif P[0] == ’while’:

while calc(P[1]) > 0: run(P[2])
elif P[0] == ’set’:

variables[P[1]] = calc(P[2])
Nun fithren wir das Programm aus und geben das Ergebnis zuriick.

run(program)
print(calc(’result’))

Der Ergebnis ist 347. (Und tatséchlich wurde im Jahre 347 der spétere Kaiser Theodosius
der Grofle geboren. )



