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e Beachten Sie die Abgabemodalitdten auf der Vorlesungswebsite!

o Sei @ := {{1},{2,3},{4},{5,6},{7}}. Nach dem Abgabedatum werden wir fiir
jede Menge A € ® eine zufillige Aufgabe a € A wihlen und korrigieren.

e Es werden diese Aufgaben korrigiert: H2.1, H2.3, H2.4, H2.6, H2.7

e Wenn Sie einen Beweis aufstellen, von dem Sie wissen, das einzelne Schritte proble-
matisch oder unvollstdndig sind, merken Sie dies bitte in Threr Losung an, damit
wir das bei der Korrektur positiv beriicksichtigen konnen.

Aufgabe H2.1. (DFA/NFA Konstruktion) 0.5+0.54-0.54-0.5 Punkte

Diese Hausaufgabe wird mit Automata Tutor bearbeitet und abgegeben. Falls Sie es
noch nicht bereits gemacht haben, folgen Sie den Schritten in U1.2, um ein Konto zu
erstellen. Achten Sie darauf, dass Sie sich, wie dort beschrieben, mit Threr TUM-Kennung
anmelden. Ansonsten kéonnen wir IThnen die Punkte nicht gutschreiben.

Bearbeiten Sie die Hausaufgaben H2.1 (a—d). Achtung: Wéahrend Sie fiir die Aufgaben
aus dem Ubungsblatt beliebig viele Versuche hatten, haben Sie fiir jede Hausaufgabe nur
5 Versuche. Sie bekommen nur dann einen Punkt, wenn Sie die Aufgabe nach 5 Versuchen
vollstandig (also mit 10/10 Punkten) gelost haben.

Losungsskizze.
(a) Lg = L(00*a*|bbb* (alc)*) = L(bbb*(alc)*).
Somit bbba, bbac, bbbc € L, und aa, cc, acac & L.

(b)

Ly =L(a(alb)"b(alb)*[b(alb)*a(alb)|a(ale)*c(alc)*|c(alc)"alalc)”
|e(clb)™b(c[b)”[b(clb)"e(clb))

Somit aaacce, babbaabaa, acacaacc € Ly und aa, cc, abac & Ly.

(c) (ab)*(ale)[(ba)"(ble)[e
(d) (alb|e)*(ac|ca)(alble)”

Aufgabe H2.2. (Potenzmengenkonstruktion) 3 Punkte

Konvertieren sie den folgenden NFA {iber dem Alphabet ¥ = {a,b} zu einem DFA,
indem Sie die Potenzmengenkonstruktion aus der Vorlesung verwenden.
Hinweis: Es geniigt, nur die vom Startzustand erreichbaren Zusténde zu konstruieren.

a,b
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Losungsskizze.
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Aufgabe H2.3. (Produktkonstruktion) 2+1 Punkte

Zwei DFAs My, M> sind wie folgt definiert.

b a b a
a,b a " a
(O )~
b a b

My M,

(a) Konstruieren Sie einen DFA M mit L(M) = L(M;) N L(M3), indem Sie die Pro-
duktkonstruktion verwenden.

(b) Konstruieren Sie einen DFA M’ mit L(M') = L(M;)UL(Ma). Sie diirfen ihr Ergeb-
nis aus Teilaufgabe (a) wiederverwenden — in dem Fall geniigt es, zu beschreiben,
wie Sie es anpassen.

Losungsskizze.

(a)

(b) Wir miissen im Automaten aus (a) lediglich die akzeptierenden Zustéande dndern,
hier sind {(r, f), (r, ), (r, 1), (¢, 9), (s, 9)} akzeptierend.



Aufgabe H2.4. (Fangfrage) 2+1 Punkte

Sei ¥ := {a,...,z} und L := {w € ¥* : w enthélt theo}. Die Sprache L besteht also
aus genau den Wortern, die theo als Teilwort besitzen, z.B. apotheose, pantheon, oder
theologie.

Fiir einen DFA bezeichnen wir einen Zustand als Fangzustand, wenn er keinen End-
zustand erreichen kann. (Es kann mehr als einen Fangzustand geben.)

(a) Zeigen Sie, dass jeder DFA, der L akzeptiert, einen Fangzustand besitzt.

(b) Zeigen Sie, dass in keinem DFA, der L akzeptiert, ein vom Startzustand aus er-
reichbarer Fangzustand existiert.

Losungsskizze.

(a) Sei M = (Q,%,6,q0, F) ein DFA mit L(M) = L. Wir betrachten den Zustand
q:= 3(q0,theo), also den Zustand nach dem Einlesen des Wortes theo, und be-
hauptet nun, dass g ein Fangzustand ist. Hierzu fithren wir einen Widerspruchsbe-
weis durch, wir nehmen also an, dass ¢ kein Fangzustand ist. Somit kann ¢ einen
Endzustand erreichen; es gibt also ein Wort w mit S(q,w) € F'. Insbesondere ist
damit das Wort theow von M akzeptiert — dies ist ein Widerspruch, da is in L
enthalten ist, und M genau das Komplement von L akzeptiert.

(b) Wir fithren wider einen Widerspruchsbeweis. Nehmen wir also an, es gibe einen
DFA M = (Q,%,0,qo, F') mit L(M) = L, sodass M einen Fangzustand ¢ besitzt,
der von g zu erreichen ist. Es gibt also ein Wort w mit 8((]0711}) = q. Da ¢ ein
Fangzustand ist, gilt S(Q,theo) ¢ F, das Wort wtheo wird also nicht von M
akzeptiert. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme L(M) = L.

Aufgabe H2.5. (Limited Power) 143 Punkte

Dora ist traurig. Heute morgen im Kindergarten wurde sie von einem Schmetterling ab-
gelenkt und hat deswegen nicht aufgepasst. Jetzt mochte sie die Vereinigung von zwei
deterministischen endlichen Automaten berechnen, weifl aber nicht, wie die Produkt-
Konstruktion funktioniert. Sie muss die Vereinigung also mithilfe von e-NFAs erzeugen
und hat Angst, dass die dann notwendige Determinisierung tiber Potenzmengenkonstruk-
tion eine exponentielle Vergroflerung des Zustandsraumes nach sich zieht. Kénnen Sie
Dora trosten?

Sei ¥ := {a, b} ein Alphabet und seien zwei beliebige DFAs M; = (Q1,%, 01, qo1, F1)
und My = (Q2, %, d2, qo2, F2) gegeben. Wir definieren einen e-NFA M = (Q, %, 4, qo, F)
formal als Q := Q1 W Q2W{qo}, 6 := 61 W W {(qo, € qo1), (40, € qo2)} und F := Fy W Fy.!
Der NFA M sieht also folgendermaflen aus:

\
I
M. 2 !
I
)

'Die Notation A& B entspricht A U B, fordert aber zusitzlich, dass A und B disjunkt sind.



(a) Wenden Sie das Verfahren aus der Vorlesung an, um M zu einem NFA M’ zu
konvertieren, indem Sie geeignet die e-Kanten durch neue Kanten ersetzten. Be-
schreiben Sie das Ergebnis kurz.

(b) Zeigen Sie, dass das Anwenden der Potenzmengenkonstruktion aus der Vorlesung
auf M’ einen DFA M"” mit hochstens O(|Q1] - |Q2]) Zustéinden ergibt. Beachten
Sie, dass wir — wie {iblich — nur die aus {go} erreichbaren Zustande konstruieren.

Liosungsskizze. (a) Von {qo} gibt es zwei Kanten fir das Zeichen a, eine davon zu
91(qo1, @), also dem Zustand, den M; nach Lesen eines a erreicht; die andere zu d2(qoz, a).
Analog gibt es zwei Kanten mit Zeichen b. Insgesamt ergibt sich folgendes:

N

My

(b) Behauptung: Jeder von {qo} in n > 1 Schritten erreichbare Zustand in M"” hat die
Form {r, s}, wobei r € @1 und s € Q2. Wir zeigen die Behauptung gleich per Induktion.
Falls die Behauptung tatsichlich wahr ist, dann hat M" hochstens 14|Q1||Q2| Zustinde,
da es nur {qo} von {go} in 0 Schritten erreicht werden kann.

Induktionsbasis. Fiir n = 1 miissen wir alle Zustédnde betrachten, die man von {qo}
erreichen kann. Wie in (a) beschrieben, erreichen wir iiber Zeichen a die Zusténde r :=
01(go1,a) und s := d2(qo2,a). Es gilt r € Q1 und s € Q2, und somit ist {r,s} von der
beschriebenen Form. Das gleiche Argument funktioniert auch fiir Zeichen b.
Induktionsschritt. Set ¢ C @ ein Zustand, der in n > 1 Schritten von {go} erreicht
wird. Nach dem vorletzten Schritt sind wir in einem Zustand ¢’ € @Q der in n — 1 >
1 Schritten erreicht wurde, fir ihn gilt also ¢’ = {r/,s'} mit v’ € Q1 und s’ € Q-
nach Induktionsannahme. In unserer Konstruktion haben wir aber keine zusatzlichen
ausgehenden Transitions zu den Zustdnden vom M; und Ms hinzugefiigt. Da M7 und
My DFAs sind, erreichen 7’ und s’ jeweils genau einen Zustand beim Lesen eines Zeichens.
Fiir Zeichen a erhalten wir mit r := §1(r,a) und s := d2(s’, a) also Zustand {r, s}. Dies
gilt fiir Zeichen b analog, was die Aussage beweist.

Aufgabe H2.6. (Sparmafinahmen) 143 Punkte

Die Universitétsleitung zeigt sich entsetzt iiber die grofle Menge an Tinte, die in die
fettgedruckten Symbole € und @ in regularen Ausdriicken fliefit. Deshalb wird angeordnet,
dass diese Symbole kiinftig — wenn moglich — vermieden werden. Jeder regulére Ausdruck
soll in eine der folgenden Formen gebracht werden:



(F1) r (F2) r|e (F3) € (F4) 0
Hierfiir ist r ein beliebiger reguliarer Ausdruck, der weder € noch @ enthélt.

Beruhigen Sie ihre verzweifelten Kollegen, indem Sie beweisen, dass jeder Ausdruck in
diese Form gebracht werden kann.

(a) Beweisen Sie (r|€)* = r* fur jeden reguldren Ausdruck 7.

(b) Zeigen Sie, dass zu jedem reguldren Ausdruck ' ein dquivalenter Ausdruck r exis-
tiert, der in einer der obigen Formen ist.

Hinweis: Fiir (b) konnen Sie strukturelle Induktion verwenden.

Losungsskizze. (a) Sei r ein beliebiger regulérer Ausdruck.

L((r]€)") € L((r*[€)*) = L((r*)") = L(r") € L((r | €)")

(b) Wir zeigen die Aussage mithilfe von struktureller Induktion. Als Induktionsbasis
zeigen wir die Aussage also fiir alle atomaren reguliren Ausdriicke (d.h. fiir @, € und jedes
¢ € Y); fir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aussage fiir zwei beliebige
reguldre Ausdriicke r, s gilt, und zeigen, dass sie auch fiir 7*, r| s und rs gilt.
Induktionsbasis. @ ist bereits in (F4), € in (F3), und jedes Zeichen ¢ € 3 ist in (F1).
Induktionsschritt. Seien 7'/, s’ beliebige regulire Ausdriicke, die jeweils einen dquivalent
reguldren Ausdruck 7, s in einer der obigen Formen besitzen.

r*: Wenn r = € oder r = @ (also (F3) oder (F4)), dann ist r* = €. Wenn r in (F1)
ist, so ist es auch r*. Wenn r in (F2) ist, dann gilt » = ¢ | € fiir einen reguléren
Ausdruck ¢ in (F1). Nach (a) gilt 7* = ¢t*; und ¢* ist in (F1).

rs: Wenn r = ) oder s = @, dann ist rs = 0. Wenn r = €, dann ist rs = s, und s ist
bereits in (F1), (F2) oder (F3). Analog fiir s = €. Es bleiben 4 Falle:

2)
1. r und s in (F1): Dann ist s auch in (F1).
2. rin (F1), sin (F2): Sei s = u|e. Es gilt rs = r(u|€) = ru|r, was in (F1) ist.
3. rin (F2), s in (F1): Analog zum vorherigen Fall.
4

. rund s in (F2): Seien r = t|€ und s = u|e. Dann gilt rs = (t|€)(u|€) =
(tu|t|u)| e, was in (F2) ist.
r|s: Da Vereinigung kommutativ ist, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeingiil-
tigkeit annehmen, dass r und s nach Formnummer sortiert sind. (Wenn z.B. r in
(F4) ist und s in (F3), dann tauschen wir sie; r hat also nie eine gréBere Form als
s.) Wenn s = @ (also (F4)) dann ist 7|s = r, und r ist in einer der 4 Formen.
Folgende Fille bleiben iibrig:

1. r und s in (F1): Dann ist | s auch in (F1).

2. rin (F1), sin (F2): Sei s =u|e. Es gilt r|s = (r|u) | €, was in (F1) ist.

3. rin (F1), s in (F3): Dann ist 7 |u bereits in (F2).

4. rund s in (F2): Seien r =t|e und s = u|e. Dann gilt 7 |s = (t|€) | (u]€) =
(t|u)|e, was in (F2) ist.

5. rin (F2) oder (F3), s in (F3): Dann ist r|u = r, und r ist bereits in (F2)
oder (F3).



Bonusaufgabe H2.7. (Passwortsuche) 142 Bonuspunkte

Nach dem jiingsten Hackerangriff hat die I'T der Universitdt beschlossen, neue Sicher-
heitsvorkehrungen zu treffen. Passworter miissen nun die folgenden Regeln erfiillen:

o Ein Passwort besteht aus Ziffern Z := {0, ...,9}, Kleinbuchstaben K = {a, ..., 2},
Grofibuchstaben G := {A, ..., Z}, und Sonderzeichen S := {+,—,%,$, /, #, ~,!}.

o Jedes Passwort hat mindestens 3 und hochstens 5 Zeichen.

e Nach jeder Ziffer kommt ein Sonderzeichen oder das Wortende.

o Es diirfen keine zwei Sonderzeichen aufeinander folgen.

¢ Das Passwort muss mit einem Buchstaben oder einer Ziffer anfangen und enden.
e Ein Sonderzeichen darf nicht auf einen Buchstaben folgen.

e Nach einem Groflbuchstaben darf keine Ziffer stehen.

e Vor einem Grofbuchstaben darf kein Kleinbuchstabe stehen.

Die letzten sechs Regeln beziehen sich hierbei immer auf die Zeichen unmittelbar danach
oder davor. So darf z.B. nur direkt vor einem Grofibuchstaben kein Kleinbuchstabe
stehen, aber r0$E wire erlaubt. Sie sollen nun die Stirke dieses Systems einschétzen,
indem Sie zdhlen, wie viele Passworter erlaubt sind.

(a) Bestimmen Sie zunédchst die Anzahl der moglichen Passworter iiber dem verein-
fachten Alphabet ¥/ := {Z, K, G, S}. Hierzu ersetzen wir jeden Kleinbuchstaben
durch K, jeden Groflbuchstaben durch G, usw. Aus dem Passwort Te0!1 wiirde
also GKZSZ werden.

(b) Erweitern Sie nun ihr Ergebnis aus (a) und zdhlen sie die Passworter, die den
obigen Regeln gentigen.

Sowohl bei (a) als auch bei (b) sind wir an Verfahren interessiert, die sich verallgemei-
nern lielen, und z.B. auch Passworter mit Lange 20 zéhlen kénnten. Alle Moglichkeiten
durchzugehen ist hierfiir nicht hinreichend. Geben Sie sowohl bei (a) als auch bei (b) Ih-
ren vollstdndigen Rechenweg an. Sie diirfen einen Taschenrechner verwenden, ansonsten
l6sen Sie die Aufgabe bitte — wie immer — von Hand.

Hinweis: Auch die Bonusaufgaben beziehen sich auf die Vorlesungsinhalte und lassen
sich mit diesen l6sen. (Es mag auch andere Losungen geben.)

Liosungsskizze. (a) Abgesehen von der Lénge werden die Regeln von dem folgenden DFA

M tberpriift:
G
K
VA
O OB
Nicht existente Kanten fithren hier zu einem impliziten Fangzustand. Die Idee hinter
Mj ist, dass wir uns immer das letzte Zeichen merken. Der Anfang des Wortes ist dabei

dquivalent dazu, hinter einem Sonderzeichen zu stehen. Die Lénge tiberpriifen wir dann
mit einem DFA Ms:




WORENGENGEN SN0
Nicht existente Kanten fiihren wieder zu einem impliziten Fangzustand. Nun berechnen
wir einen DFA M = (Q, Y, 9, qo, F) als Schnitt von M; und Ms. Den Zustand (X, ) ist

dabei als X; notiert, und jede eingehende Kante vom Zustand X; ist mit X beschriftet.
Es gibt wieder einen impliziten Fangzustand.

DYWL
~( G

Nun berechnen wir fiir jeden Zustand ¢ von M, wie viele Worter von ¢ aus akzeptiert
werden, d.h. wir berechnen die Grofe von a(q) := {w € (¥)* : §(q,w) € F}. Nach
Definition von DFAs ist a(q) = {¢ : ¢ € F} W cxv{c}a(d(g,c)); also €, wenn ¢ akzep-
tierend ist, und sonst alle enthélt a(q) alle Worter a(q’) des Nachfolgezustandes ¢’, den
man iiber Zeichen c erreicht, mit einem ¢ vorne angehéngt. Diese Worter sind alle unter-
schiedlich, wir kénnen also |a(g)| bestimmen, indem wir die Werte der Nachfolgezustande
summieren und, falls ¢ € F', um 1 erhchen.

OV OV OW O
»K 'Og
S——O—

Es gibt also 53 Moglichkeiten.
(b) Hier verfahren wir genauso wie bei (a), nur dass wir in M jede Z-Kante 10-fach,
jede S-Kante 8-fach, und jede G- und K-Kante 26-fach zédhlen.

(o232
974968

Es gibt also insgesamt 111347920 mogliche Passworter.




